
! 非线性滤波问题描述
非线性滤波问题的描述如下 !设非线性离散时间动

态系统由式 !"#"式 !$ #表示 !

!"#$ %!"&"#’%"&" %"#
&"#’ %("#!"#’)" %$#
假设系统状态符合一阶马尔科夫过程 !

* %!+,!( !+&"#)* %!+,!+&"# %*+
且观测值独立于给定的系统 !

* !&+,!++)* !&+,!++ !,+
则给定系统状态空间模型 $就可以由下式迭代计算得系
统后验概率 - ".!

* %!+,&" !++)
* %&+,!++* %!+,&" !+&"+

* %&+,&"!+&"+
%/+

在计算中 $* %&+ , !++由观测模型给出 %* %!+ , &" !+ & "+和 * %&+ ,

&" !+&"+由下式计算而得 !

* %!+,&" !+&"+) !* %!+,!+&"+* %!+&"0&" !+&"+1!+&" %2#

* %&+,&" !+&"#) !* %&+,!+#* %!+0&" !+&"#1!+ %3#

粒子滤波算法通过寻找 " 组在状态空间中传播的
随机样本对概率密度函数 * %!+,&+#进行近似 $以样本均值
代替积分运算 $ 从而获得状态最小方差估计的过程 - $.&
对于基于 454 的算法而言 $ 粒子匮乏是其主要缺陷 &
6789:; 从理论上证明了 454 算法出现粒子匮乏现象的必
然性 & 降低粒子匮乏现象影响的方法是选择适当的重要
性函数和采用重采样方法 - *&/.& 通常 $对于一般的非线性
系统很难准确得到后验概率分布的表达式 $直接从后验
概率中抽取样本很困难 & 因此通常利用建议概率分布来
代替后验概率分布函数 - 2.$一般选用系统状态的转移概
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摘 要! 针对基于均值筛选的粒子滤波算法 <=>!利用无迹卡尔曼粒子滤波产生一步预测 "在重
采样阶段!利用对粒子按照权值大小进行排序的确定性重采样策略 " 为了克服样本耗尽问题 !在统计
所有粒子权值的均值后 !对于权值小于均值的粒子进行一步权值平缓化变异 " 仿真实验表明 <=> 精
确度优于其他 / 种流行的滤波算法"
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率作为重要性密度函数 !但由于它没有用到最新的观测
信息 ! 使得产生的粒子样本经常集中在后验概率的尾
部!从而导致粒子选择的盲目性!降低状态的估计精度 ! "#"

$%&’()* 等人利用 +,- 作为建议分布来产生重要性密度
函数构成 .-/0,- 算法 " 1&%2& 等人提出了利用无迹卡
尔曼滤波作为建议分布的粒子滤波器 ! 从而构成 .-/
3,- 算法 ! 4#"
本文提出一种新的混合粒子滤波算法 1.-!首先利

用无迹卡尔曼粒子滤波产生一步预测 !之后在重采样阶
段 !利用对粒子按照权值大小进行排序的确定性重采样
策略 " 为了克服样本耗尽问题 !在统计所有粒子权值的
均值后 !对于权值小于均值的粒子进行一步权值平缓化
变异 "通过实验可以看到 !1.- 算法相对于经典的 0,-#
3,-#.- 以及 .-/3,- 算法有着更高的精确度 "
! 基本粒子滤波算法
粒子滤波算法通过寻找一组在状态空间中传递的

随机样本对概率密度函数 ! 5"#$%#6进行近似 !以样本均值
代替积分运算 !从而获得状态最小方差的估计过程 " 每
个粒子有自身的权值和数值 " 时刻 # 的权值递推公式
为 $

&#7 ! 8%9 $#$": $#;! 5": $#;
’ 5"#<": $#/=!%= $#;’ 5": $#/=<%= $#;

7&#/=
! 5%#$"#;! 5"#<"#/=;
’ 5"#<": $#/=!%= $#;

5>;

后验概率密度可以近似表示为 $

! 8": $#$%= $#;!
(

! )7=
"&

*

# ! 8" : $ # +"
*

: $ # ; 8?;

对于粒子滤波算法 !粒子匮乏是其主要缺陷 " 粒子
匮乏是指随着迭代次数增加 ! 粒子丧失多样性的现象 "
降低该现象的主要策略是选择重要性函数和采用重采

样方法 "@’A 等人证明了最优重要性函数为 ! B#$’ 8"#<"C $#D=!
%= $#;7! 8"#<": $#/=!%= $#;" 为了计算方便 !通常选用系统状态
的转移概率作为重要性密度函数 $

’ 8"#<": $#/=!%= $#;7! 8"#<": $#/=; 8=:;
但由于没有用最新的观测信息 !使得产生的粒子样

本经常集中在后验概率的尾部 !从而导致粒子选择的盲
目性 !降低状态的估计精度 " 重采样是降低粒子匮乏的
另一个重要方法 " 经过重采样 !在粒子数保持不变的情
况下 !权值较大的样本被多次复制 !而权值较小的粒子
的复制受到抑制甚至无子代 !从而造成粒子集的多样性
减弱 !产生样本枯竭问题 ! E#"
基本粒子滤波算法步骤如下 $
初始化 $ ,F:

从先验分布 ! 8":6抽取采样点 "
8 * 6

: %

对于每个采样时间

G H预测与更新阶段
H H重要性采样阶段 $
对于每个采样粒子

从建议分布 ’ 8" , $ "
8 * 6

: $ , / = !% = $ , 6抽取采样点

"!
8 * 6

: !并置 "!
8 * 6

: $ ,! 8"
8 * 6

: $ ,/= !"!
8 * 6

, 6%

利用 % , +%#
8 * 6

, $ ,/=构造 -*#./001
8 * 6

,

计算粒子权值 &
8 * 6

, ! -*#./002
8 * 6

,

权重归一化 $&$
8 * 6

, 3&
8 * 6

, H
(

4F=
"&

8 4 6

, %

H H重采样阶段 $

根据&$
8 * 6

, 权重的相对大小 !从 !8"
8 * 6

: $ , <% = $ , 6中抽

取 ( 个独立同分布采样点 "
8 * 6

, %并将权值设为同一值 "

&
8 * 6

, F&$
8 * 6

, F=H(

H H输出阶段 $
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" 新的混合粒子滤波算法
"#$ 无迹卡尔曼滤波
无迹卡尔曼滤波 3,- 基于无迹变换 3I! 用一组确

定的带有权值的 *’JK) 点来对非线性函数的概率密度分
布进行近似 " 3,- 对非线性函数的概率密度分布进行近
似 !而不是对非线性函数进行近似 " 其非线性分布统计
量的计算精度至少达到 L 阶 ! 对于采用特殊的采样策
略 !如高斯分布 M 阶采样和偏度采样等可达到更高阶精
度 " 相对于 0,-!3,- 不需要求导计算 N)OPQ’)R 矩阵 !可
处理非加性噪声情况以及离散系统 ! 扩大了应用范围 !
同时计算量与 +,- 同阶 "
由于采用确定性采样策略 !而非 .- 的随机采样 !避

免了粒子衰退问题 " 在 3,- 算法中 !由于具有噪声项 !
需要对状态进行扩维处理 " 初始化时 !令 $
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!
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C 75 5 5"
5 * ; ! 7

C D"
5 * ; ! 7

C ; 5"
5 * ; ! 7

C D"
5 * ; ! 7

C ;
I
;72*78 5!

5 * ;

C 9: ;
在 3I 变换中 !首先计算 L;S= 个 *’JK) 点的值和权

值 " 其值由下式确定 $

":7"%

"*3 "% S5 5;"S#;<"& ; * *7=!L!&!;"
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其中 !!’ 表示第 ’ 个 *+,-. 的权值 #!
!" "

’ 是用来计算均值

的权值 !!
! & "

’ 是用来计算方差的权值 !!$"(!#$%( "’#$ 是 &
个尺度调节因子 !" 决定了 *+,-. 点集在 $ 附近的分布
情况 $
获得 *+,-. 点的值及其权值后 ! 就可以用下式获得

观测值的均值和方差 $

)*$
(#$

! ’$#
%!

!" "

’ + !$’ " !&/"

,*$
(#$

! ’$#
%!

!" "

’ + !$’’)*"+ !$’’)*" 0 !&1"

其中 !+ !%"为非线性函数 $
!"# 混合粒子滤波器 $%&
对于 * 时刻的第 ’ 个粒子 !首先利用式 !&("&式 !&)"

计算 *+,-. 点的值和权值 ’

$
! ’ " -
*’& $2$

! ’ " -
* ’& $

! ’ " -
*’& ! !#-%!".

! ’ " -
* ’&& 3 !&4"

迭代计算进行一步预测 ’$
! ’ " $
* / *’& $ 0 !$

! ’ " $
*’& !$

! ’ "1
*’& "!利用 $

! ’ "
* 和式

!&/"&式 !&1"计算 $
! ’ "
* / *’& !,

! ’ "
* / *’& $ 之后 !将其带入式 !&5"计算

$
! ’ " $
* / *’&的一步预测 $

%
! ’ "

* / * ’& $2 !$
! ’ " $
* / *’& !$

! ’ " 3
*’& "

)
! ’ "
* / *’& $

(#-

! 4$#
%!

!" "
4 %

! ’ "

4 ! * / *’&

,)’ * )’ *
$

(#-

! 4$#
%!

! & "
4 2%

! ’ "

4 ! * / * ’& ’)
! ’ "
* / *’& 3 2%

! ’ "

4 ! * / * ’& ’)
! ’ "
* / *’& 3

0
!&5"

,$ * ) *
5

(#-

! 4$#
%!

! & "
4 2$

! ’ "
4 ! * / * ’& ’$

! ’ "
* / *’& 3 2%

! ’ "

4 ! * / * ’& ’)
! ’ "
* / *’& 3

0

之后 ! 计算卡尔曼增益和 678 建议分布的均值和
方程 ’

6* 5,$ * ) *
,

7&

)*)*

$
! ’ "
* $$

! ’ "
* / *’& %6* !) * ’)

! ’ "
* / * ’& " !&9"
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* / * ’& 96* ,)’ * )’ *

6
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! ! ! ! 在获得建议分布的均值和方差后 !可以从 : !$
! ’ "
* !.!

! ’ "
* "

分布中抽取粒子$ 利用抽取粒子的数值分别构造 .!)(/$("&
. !$(/$(’&"以及 ; !$( :$# ’(’&!)& ’("并代入式 !&;"中 !计算粒子
的权值 $

1($ . !)& ’(/$# ’(". !$# ’("
; !$(:$# ’(’&!)& ’("; !$# ’(’&:)& ’("

$1(’&
. !)(/$(". !$(:$(’&"
; !$(:$# ’(’&!)& ’("

!&;"

在重采样阶段 ! 采用了改进的确定性重采样策略 !
即将粒子按照权值大小进行排序 !对于权值较小的粒子
不直接丢弃 !而是采用权值平稳化变异 $ 首先计算权值
的均值 ’

"<-#$ &
#

#

’$&
%1

! ’ "

* !(#"

对所有粒子按照权值由大到小顺序排列 !并按照相
对于 "<-# 值的大小将粒子分为两类 ’ 对于权值小于
"<-# 的粒子 !进行权值平稳化处理

1( ! ’ "

* $1-.<

1( ! ’ "

*

1-.<& $ 1-.< 1

( ! ’ "

*& !(&"

其中 !1 -.< 为当前时刻小于 "<-# 值的粒子中权值最大

粒子的权值 $
将权值大于 "<-# 值的粒子权值和经过权值平稳化

处理后的粒子权值合并为新的权值集合 !并进行归一化
处理 ’

1(
’

* 81
! ’ "

* =
:

4$&
%1

! 4 "

* !(("

根据1(
’

* 权重的相对大小 !从 .!$
! ’ "
# ’ * :)& ’ * "中抽取 : 个

独立同分布采样点 $
! ’ "
* # 最终的输出为各个粒子的平均

值 $

’ 仿真实验
’"( 实验参数设定
测试函数 &’
$*$&%*+>!#?#/! ! *’&" "%#?1$*’&%1*’& !()"

)($
#?($

(

( %3( ())#

#?1$( ’(%3( (@)
*

#
!(/"

其中’1* 服从 % !)!#?1"分布!3( 服从高斯分布 :!#!&A’/"$
测试函数 (’
$*$&%*+>(#?#/! ! *’&" "%#?1$*’&%1*’& !(1"

)($#?($
(

( %BC*!$*" =&#%3( !(4"
其中’1* 服从 % !)!#?1"分布!3( 服从高斯分布 :!#!&<’/"$
测试指标包括算法的均方误差 DEF 以及运行时间 ’

=>?$ &
@

@

*$&
% ! $! * 9$ * "

(& !(5"

为了对提出的算法进行分析 ! 实验同时对 F78&
678&G8&G8’678 进行了仿真 $ 对于参与实验的各种粒
子滤波算法 !粒子数目 :$&##!观测时间 @$)#!进行独
立 1# 次实验 $ 实验算法中 A $&A ’/!B $#?51#60 变换
中 !&8&!#$#!($($
’") 实验结果
实验结果如图 &&图 ( 以及表 &&表 ( 所示 $ 由于采

1(
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图 & 各种算法在测试函数 & 上的性能

表 ! 各种算法在测试函数一上的性能

’()*
+ ,-.- /
. ,&&0 0
. ,#-. .#
. ,#-# &1
. ,##2 23
+ ,+&1 +4

567
867
97
97:567
97:867
;97

;()*<=*>?’(

:
:

. ,0.2 0
/ ,$-3 &
- ,$$2 0
- ,&2& 0

@)A?)*B(
.,$$0 24
.,$&& -3-
.,$1/ .0-
.,&$0 /-
.,$$0 &.-
.,.24 0/3

;C5

表 " 各种算法在测试函数 " 上的性能

’()*
.,22. -/
.,&00 -
.,&2. .$
.,2$$ 4$
.,&&2 23
.,.31 .4

567
867
97
97:567
97:867
;97

;()*<=*>?’(

:
:

.,230 .2
/ ,$-3 &
- ,$$2 0
- ,$2& 0

@)A?)*B(
.,$$0 24
.,$2& -3-
.,1&/ .0-
.,$$0 /-
.,$20 &.-
.,..3 40/ 3

;C5

样点较多 !并且各种算法实验数据较为接近 !图中仅给
出 97"97:567"97:867 和 ;97 的实验结果 # 表中给出
全部实验结果 $

!"# 结果分析
由实验结果可以看出 ! 参与实验的 1 种滤波算法

中 !567 和 867 的运行时间几乎可以忽略不计 $ 在精确

度方面 567 最差 !其次是 867$ 而本文提出的 ;97 相对
于其余 / 种算法有着更高的精确度 $ 在运行时间方面 !

由于 ;97 是在 97:867 基础上进行了权值平滑处理操
作 !因此运行时间略长于 97:867$
本文提出了一种新的混合粒子滤波算法 ;97$ 仿真

实验证明 !;97 相对于其他 / 种滤波算法有着更高的精
确度 $
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