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坐 标 旋 转 数 字 计 算 机 !"#$%& ’!(()*+,-./ #(.-.+(,
0+1+.-2 &(345./)6算 法 是 7898 年 由 :-;< => ?(2*/) 在 设 计

美 国 航 空 导 航 控 制 系 统 的 过 程 中 提 出 的 ! 78@7 年 :(A,
B> C-2.A/) 进 一 步 提 出 了 统 一 的 &"#$%& 算 法 " 并 在

78@D 年 又 用 它 研 究 出 了 一 种 能 计 算 出 多 种 超 越 函 数 的

统 一 算 法 ! &"#0%& 算 法 的 基 本 思 想 是 通 过 一 系 列 固 定

的 #逐 次 递 减 的 #与 运 算 基 数 相 关 的 基 本 角 度 不 断 偏 转

从 而 逼 近 最 终 需 要 达 到 的 旋 转 角 度 "使 得 向 量 的 旋 转 和

定 向 运 算 不 需 要 通 过 查 三 角 函 数 表 #乘 法 #开 方 以 及 反

三 角 函 数 等 复 杂 运 算 ! 它 的 巧 妙 之 处 在 于 基 本 角 度 的 选

取 恰 好 使 每 次 向 量 以 基 本 角 度 旋 转 后 "新 向 量 的 坐 标 计

算 只 需 通 过 简 单 的 移 位 和 加 减 运 算 即 可 ! 由 于 &"#0%&
算 法 的 复 杂 度 较 低 #功 能 完 备 "能 够 运 用 于 向 量 旋 转 ’复

数 乘 除 法 E#三 角 函 数 #双 曲 函 数 #指 数 函 数 以 及 其 他 一

些 超 越 函 数 的 计 算 " 目 前 已 经 被 广 泛 应 用 于 FGF@ 数 学

处 理 器 #HIJK9 计 算 器 # 雷 达 信 号 处 理 #K0 图 像 处 理 #
"L0M 以 及 &0MN 等 各 个 方 面 O 7J@P!本 文 从 查 找 表 的 移 位

实 现 #模 校 正 因 子 的 分 解 #旋 转 角 度 的 范 围 扩 展 K 个 方

面 对 传 统 &"#0%& 算 法 进 行 改 进 " 提 出 一 种 改 进 型

&"#0%& 算 法 "并 设 计 了 流 水 线 结 构 "与 传 统 &"#0%& 算

法 相 比 "该 算 法 不 需 要 查 找 表 和 模 校 正 因 子 "硬 件 实 现

简 单 "数 据 处 理 快 速 "能 够 适 用 于 所 有 的 旋 转 角 度 并 且

具 有 很 小 的 误 差 !

! 传 统 "#$%&" 算 法

传 统 &"#0%& 算 法 是 从 一 般 的 向 量 旋 转 方 程 中 推 导

出 来 的 "它 包 含 K 种 旋 转 坐 标 系 统 "圆 周 坐 标 系 统 #线 性

基于旋转模式的改进型 !"#$%! 算法

张 天 瑜

Q无 锡 市 广 播 电 视 大 学 机 电 工 程 系!江 苏 无 锡 R7DG77E

摘 要 ! 传 统 !"#0%! 算 法 需 要 通 过 查 找 表 和 许 多 乘 法 器 才 能 实 现 多 种 超 越 函 数 的 计 算#这 会 导

致 硬件电 路实现 复杂#运 算速度 降低#此外它 能够计 算的角 度范 围也有 限$ 针对 传统 !"#0%! 算 法的 缺

陷#在 旋 转 模 式 下 提 出 一 种 改 进 型 !"#0%! 算 法#它 不 需 要 查 找 表 和 模 校 正 因 子#只 需 通 过 简 单 的 移 位

和 加减运 算就能 实现多 种超 越函数 的计算#从而能 够 减 少 硬 件 的 开 销#提 高 运 算 的 性 能#并 通 过 重 复 迭

代 和区域 变换 使得该 算法能 够适用 于所 有的旋 转角度 $ 误差分 析表 明该算 法具有 很小的 误差$
关 键 词 ! !"#0%! 算 法%旋 转 模 式 %查 找 表%模 校 正 因 子 %流 水 线 结 构%改 进 型 !"#0%! 算 法

中 图 分 类 号 ! SIKG7>T 文 献 标 识 码 ! N
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坐 标 系 统 !双 曲 坐 标 系 统 " 在 每 种 坐 标 系 统 下 分 别 有 !
种 工 作 模 式 #旋 转 模 式 和 向 量 模 式 " # $%&’" 本 文 主 要 讨 论

圆 周 坐 标 系 统 下 的 旋 转 模 式 " 传 统 ()*+,( 算 法 的 原 理

如 图 % 所 示 "

在 图 % 中 $根 据 三 角 函 数 理 论 $初 始 向 量!!"" 逆 时 针

旋 转 角 度 ! 到 目 标 向 量!!"# 可 以 表 示 为 #
! ! " !-./! # $/01! 2 3 ! # $451! 6 -./!
$ ! " $-./! % !/01! 2 7 $ % !451! 8 -./!
# 3% 8

传 统 ()*+,( 算 法 迭 代 运 算 的 原 理 如 图 ! 所 示 "

在 图 ! 中 $ 假 设 ! 是 由 连 续 & 个 微 小 的 基 本 角 度 !’

通 过 旋 转 叠 加 而 成 $ 即 ! 2
&$%

’29
$"’ !’$"’2% 对 应 逆 时 针 旋

转 $"’ 2$% 对 应 顺 时 针 旋 转 " 由 于 计 算 机 在 进 行 计 算 时

采 用 的 是 二 进 制 形 式 $ 所 以 每 次 旋 转 的 基 本 角 度 取 !’2
5:-4513!#’8$即 451!’2! #’" 根 据 式 3%8向 量 的 旋 转 可 以 用 如

下 的 迭 代 方 程 组 来 表 示 #
!’;%23!’#"’ $’ 451 !’8-./ !’23!’$"’ $’ &$ ’8-./!’
$’;%23$’%"’ !’ 451 !’8-./ !’23$’;"’ !’ &$ ’8-./!’
(’;%2(’#"’ !’ "(’#"’ 5:-4513&#’

%
’
’’
&
’
’’
( 8

3& 8

式 3&8中 $’"9$%$&$%$&#%$(’ 为 第 ’ 次 旋 转 时 的 向 量 与 目

标向量之间的误差角度$即 (’2!$
’$%

)29
)")!)2!$

)$%

! )29
)") 5:-4513&#)8$

它 决 定 了 第 ’ 次 向 量 的 旋 转 方 向 $并 定 义 (92!&"’ 为 每 次

的 旋 转 方 向 $"’2/0<13(’8&-./ !’ 为 每 次 迭 代 过 程 中 的 模 校

正 因 子 $也 就 是 每 次 旋 转 时 向 量 的 模 长 所 发 生 的 变 化 "

令 *&2
& $%

! ’ 29
* -./ !’ 为 经 过 & 步 迭 代 后 总 的 模 校 正 因

子 $它 的 极 限 为 #

=0>
&+;!

*&2 =0>
&+ ;!

& $ %

’29
*-./!’2 =0>

&+ ;!

& $ %

’29
*-./"5:-4517& #’8 ’2

=0>
&+;!

& $ %

! ’29
* %

%;&
$&’,
-9?@9A B 7B8

从 式 7B8 可 以 看 出 $在 理 想 情 况 下 总 的 模 校 正 因 子

*& 是 个 常 数 " 而 在 一 般 情 况 下 当 迭 代 次 数 & 确 定 后 $*&

也 就 唯 一 确 定 了 $ 因 此 $-./ !’ 的 乘 积 可 以 在 迭 代 过 程 中

先 不 处 理 $而 是 被 看 作 整 个 系 统 增 益 的 一 部 分 $这 样 只

需 通 过 简 单 的 移 位 和 加 减 运 算 就 能 完 成 向 量 的 旋 转 $此

时 式 7&8可 以 简 化 为 #
!’;%27!’#"’ $’ &$ ’8
$’;%27$’%"’ !’ &$ ’8
(’;%2(’#"’ 5:-451 &#

.
’
’’
&
’
’
’
( ’

$ ’29$%$&$%$&$% 7C8

令 旋 转 之 后 的 增 益 为 +&2%D*&2
& $ %

! ’29
* %;&

$&’, $+& 的

精 度 与 迭 代 次 数 & 有 关 $它 的 极 限 为 #

=0>
&+;!

+&2 =0>
&+;!

& $ %

’29
* %;&

$&’, -%?@CA 7E8

设 初 始 向 量!!"" 的 终 点 坐 标 为 7!9$$98$根 据 式 7C8经 过

& 步 迭 代 后 $最 终 的 结 果 为 #
!&2+&7!9 -./ (9$$9 /01 (98
$&2+&7$9 -./ (9;!9 /01 (98
(&+

.
’
’’
&
’
’’
( 9

7@8

式 7@8中 $(&+9 表 示 向 量 通 过 不 断 地 旋 转 最 终 与 目 标 向

量 基 本 重 合 $其 重 合 程 度 取 决 于 迭 代 次 数 & 的 大 小 "

由 于 =0>
&+;!

&$%

! ’29
)5:-451 7& #’8-FF?GG"$ 所 以 传 统 ()*+,(

算 法 可 以 计 算 的 旋 转 角 度 !/"$FF?GG"$FF?GG" ’"
! 改 进 型 "#$%&" 算 法

!’( 查 找 表 的 移 位 实 现

在 传 统 ()*+,( 算 法 中 利 用 查 找 表 得 到 5:-451 7& #’ 6
的 离 散 值 有 & 个 缺 点 # 7% 6查 找 表 需 要 占 用 大 量 的 *)H
资 源 7&&"& I04 6$并 且 随 着 & 的 增 加 $*)H 的 容 量 会 呈 现

指 数 式 的 增 长 $这 样 就 会 占 用 更 多 的 硬 件 资 源 & 7&6传 统

()*+,( 算 法 至 少 需 要 & 级 流 水 线 $ 并 且 每 级 迭 代 都 需

要 查 找 表 $不 利 于 系 统 流 水 线 结 构 的 设 计 $容 易 形 成 速

度 ’瓶 颈 ($从 而 降 低 了 系 统 的 运 算 性 能 "因 此 $为 了 节 省

硬 件 资 源 $提 高 数 据 的 处 理 速 度 $需 要 避 开 查 找 表 " 把

5:-4517&#’6用 麦 克 劳 林 级 数 展 开 $可 得 #

5:-4517&#’62&#’$ &$J’

J
; &$E’

E
;, 7&$A’62

&#’$&$J’#%; &$J’

@
; &$E’

E
;, 7&$A’6 7A 6

假 设 系 统 的 位 数 为 &$则 系 统 的 精 度 #2&$&;%" 当 迭

代 到 - 次 之 后 $为 了 能 使 5:-451 7& #’6-& #’$& $J ’$% 以 便 于

移 位 运 算 $则 需 要 满 足 以 下 条 件 #
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图 % 传 统 ()*+,( 算 法 的 原 理 图
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图 ! 改 进 型 "#$%&" 算 法 的 流 水 线 结 构

表 $ ! 取 不 同 值 时 ! 的 值

! ’ ( ) ! * +
! ,-!(* ,-,). ’-’’! !-/0)12* *-33.12+ +-04.123

!5
"24

! #$!
!67896:;) %#<2;) %#2)2!#24<""5)2"=( ;0 <

若 取 "$(3! 则 ! 可 以 通 过 表 ( 所 示 的 数 值 分 析 来

确 定 "

由 于 ) 2(+#!-,+(/12+!为 了 满 足 式 ;0 <!通 过 表 ( 的

数 值 分 析 可 以 得 出 !5+" 这 样 当 迭 代 次 数 从 第 + 次 开

始 !可 以 利 用 ) %#2)2!#2( 来 近 似 代 替 67896: ;) %#<!从 而 避 免

了 查 找 表 的 麻 烦 "
!"! 模 校 正 因 子 的 分 解

从 式 ;)< 可 以 看 出 传 统 "#$%&" 算 法 中 的 向 量 旋 转

并 非 完 美 ! 因 为 旋 转 的 过 程 会 使 向 量 的 模 长 发 生 变 化 !
这 就 需 要 用 到 模 校 正 因 子 !该 参 数 会 给 每 一 步 的 迭 代 带

来 相 应 的 乘 法 运 算 !从 而 增 加 了 硬 件 的 实 现 难 度 !降 低

了 数 据 的 处 理 速 度 " 为 了 在 迭 代 中 省 去 模 校 正 因 子 !把

8>?## 用 麦 克 劳 林 级 数 展 开 !可 得 #

8>? $#58>?@67896:;)%#< A5 4

4=)
2) #$

5

42)2) #24=& ;)2* #2!< ;.<
为 了 在 式 ;)< 中 能 用 4 2) 2) #24 来

近 似 代 替 8>?$#! 从 而 便 于 移 位 运 算 !
需 要 满 足 条 件 #

)2*!2!B!5)2"=4 ;4,<
由 于 !5+ !"543 !)2* !2!5) 2!!B) 2 " = 45
)24+!所 以 式 ;4,<显 然 是 成 立 的 !这 样

就 起 到 了 省 去 模 校 正 因 子 的 效 果 "
把 式 ;/ <和 式 ;.<中 的 近 似 表 达 式

代 入 式 ;)<! 改 进 型 "#$%&" 算 法 中

向 量 的 旋 转 可 以 用 如 下 的 迭 代 方 程

组 来 表 示 #
’#=45;42)2)#24<’#%%#;)2#2)2!#24<(#
(#=45;42)2)#24<(#)%#;)2#2)2!#24<’#
*#=45*#%%#;)2#2)2!#24

%
’
’’
&
’
’’
( <

!

#5+!3!/!$!"24 ;44<
根 据 式 ;44<改 进 型 "#$%&" 算 法 的

流 水 线 结 构 如 图 ! 所 示 ; # 从 相 应 的 位

置 开 始 <!图 中 CDE 是 加 减 运 算 单 元%
!"# 旋 转 角 度 的 范 围 扩 展

在 改 进 型 "#$%&" 算 法 中 ! 旋 转

角 度 $)@2
"24

! #$!
*67896:;)% #<!

"24

! #$!
* 67896: ;) % #< A!

当 "543&!5+ 时 !$) @2!-+/0! !!-+/0! A"
为 了 能 适 用 于 所 有 的 旋 转 角 度 ! 需 要 对

旋 转 角 度 进 行 扩 展 "当 "543 时 !在 第 + 次 迭 代 中 依 次 把

#5+ 和 #53 代 入 @2
"24

! #$!
*67896:;)%#<!

"24

! #$!
*67896:;)%#<A重 复 迭 代 4,

次 !即 迭 代 序 列 为 #5+!+!+!+!+!+!+!+!+!+!3!3!3!3!
3!3!3!3!3!3!/!0!’ !4*!4+!则 $)@2!,! !!,! A" 从 理

论 上 讲 经 过 多 次 迭 代 可 以 使 得 $)@240,!!40,! A!但 是 重

复 迭 代 的 次 数 过 多 会 影 响 算 法 的 性 能 !对 此 可 以 通 过 区

域 变 换 来 实 现 "为 了 分 析 方 便 !假 设 初 始 向 量!+," 的 终 点

在 圆 上 !且 位 于 ’ 轴 的 正 半 周 !如 图 * 所 示 " 首 先 考 虑 将

旋 转 角 度 $ 由 @2!,!!!,! A扩 展 到 @2.,!!.,! A"
若 $ 位 于 图 * 中 的 区 域 !" 内 !其 中 !");!,! !.,! A"

令 $F$$23,! !则 $F);2!,! !!,! A!$F 就 是 初 始 向 量!+," 旋

转 到 向 量!+,# 的 角 度 " 根 据 式 ;( <!向 量!+,$ 逆 时 针 旋 转

3,!到 目 标 向 量!+,% 可 以 表 示 为 #
’!$’!F 8>? 3,!2(!F ?G: 3,!5

)
2(
’!F2 !- ")

2(
(!F

(!$(!F 8>? 3,!=’!F ?G: 3,!5

)
2(
(!F= !- ")

2(
’!F

%
’
’
’
’
’’
&
’
’
’
’
’
’
(

;()<
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图 . $ !%&& 随 ! 和 ’ 变 化 的 曲 线

由 于 !/!0’+$!!+$! 1!所 以 式 0!*2中 的 0$!/!!!/3可 以 通 过

改 进 型 456784 算 法 求 出 "
若 !!9’+$! !+$! 1! 则 :$!!!!3 可 以 直 接 通 过 改 进 型

456784 算 法 求 出 "
若 ! 位于 图 # 中 的 区 域 ,*!( 内!其 中 ,*!(!9’;$!!

’+$! 3" 令 !/<!=.&!!则 !/!9’+&!!+&! 3" 同 理 可 得 #

$!<*
’!
$!/= +" "*

’!
!!/

!!(*
’!
!!/’ +" "*

’!
$!/

# 0!+3

由 于 !/!9’+&! !+&! 3!所 以 式 0!+3中 的 0$!/!!!/3可 以

通 过 改 进 型 456784 算 法 求 出 "
利 用 同 样 的 方 法 可 以 将 改 进 型 456784 算 法 中 的 旋

转 角 度 ! 由 9’;&!!;&! 1扩 展 到 9’!>$!!!>$! 1"

! 改 进 型 "#$%&" 算 法 的 误 差 分 析

设 旋 转 角 度 为 !! 利 用 改 进 型 456784 算 法 计 算 出

的 旋 转 角 度 为 !/!则 角 度 误 差 为 "(!/’!!它 就 是 上 述 提

到 的 系 统 精 度 !反 映 了 系 统 的 位 数 "" 将 !) 和 ! 分 别 代

入 式 :!3可 得 #
$!/<$?@A!/’!ABC!/
!!/<!?@A!/=$ABC!/
# :!,3

$!<$?@A!’!ABC!
!!<!?@A!=$ABC!# :!#3

向 量 经 过 旋 转 后 !根 据 式 :!,3和 式 :!#3可 以 求 出 目

标 向 量 的 终 点 坐 标 对 应 的 误 差 为 #
$! ())<$!/*$ !(**ABC**" 9$ABC!?@A**"=$?@A!ABC**"+
!!!!!!!!!!!!!! ?@A!?@A * *’’!ABC!ABC* *’1
!! ())<!!/*! !(*ABC**’ 9#?@A!?@A* *’’#ABC!ABC**’*

! ABC!?@A**’’!?@A!ABC**’

$
&
&
&
&
&
%
&
&
&
&
&
’ 1

:!.3

设 初 始 向 量 的 终 点 坐 标 为 :#!! 3<:!!!3!在 DEFGEH 软

件 中 利 用 改 进 型 456784 算 法 得 到 目 标 向 量 的 终 点 坐

标 对 应 的 误 差 #! ()) 和 !! ()) 随 旋 转 角 度 ! 和 系 统 的 位 数 ’
变 化 的 曲 线 如 图 .$图 - 所 示 " 当 系 统 的 位 数 ’ 较 小 时

误 差 有 一 定 的 波 动 !而 在 系 统 的 位 数 ’ 达 到 !. 以 后 !对

所 有 的 旋 转 角 度 而 言 !改 进 型 456784 算 法 得 到 的 误 差

已 经 非 常 小 并 且 逐 渐 收 敛 几 乎 接 近 于 &!这 说 明 改 进 型

456784 算 法 具 有 非 常 优 越 的 性 能 "

在 传 统 456784 算 法 中 !其 迭 代 运 算 不 仅 需 要 利 用

查 找 表 来 计 算 离 散 化 角 度 !而 且 还 需 要 利 用 乘 法 器 来 实

现 模 校 正 因 子 的 乘 法 运 算 !此 外 其 能 够 计 算 的 角 度 范 围

也 有 限 " 本 文 提 出 一 种 改 进 型 456784 算 法 !该 算 法 不

需 要 查 找 表 和 模 校 正 因 子 !硬 件 实 现 简 单 !数 据 处 理 快

速 并 且 适 用 于 所 有 的 旋 转 角 度 " 这 为 456784 算 法 在 诸

多 领 域 的 应 用 提 供 了 一 种 新 的 思 路 "
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