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基追踪方法 $ "%是信号稀疏表示领域的一种新方法 "
它寻求从完备的 &过完备 ’函数 #基 $集合中得到信号的
最稀疏的表示 % 即用尽可能少的基精确地表示原信号 %
从而获得信号的内在本质特性 "基追踪方法采用表示系
数的范数作为信号稀疏性的度量 %通过最小化 "" 范数将
信号稀疏表示问题定义为一类有约束的极值问题 %进而
转化为线性规划问题进行求解 "
目前 %基追踪方法在一维信号处理领域有很好的应

用 " 以 ()*+, -.(/0/1/ 为代表的斯坦福大学统计系工作
组利用基追踪方法在一维实信号去噪和超分辨方面取

得了很多很好的应用结果 $ "!2%" 尽管使用了一种新的线
性规划算法&&&内点算法 $ "%%基追踪方法由于要在所有
的字典向量中极小化一个全局目标函数 %其计算量仍然
是很大的 $ 3%" 正因为求解大尺度线性规划问题的困难 %
目前的基追踪方法局限于一维的信号去噪和超分辨处

理 "本文提出一种新的思路来求解上述有约束的极值问
题 " 首先依据信号特性自适应地选取字典 ’通过 "" 范数
的近似表示 % 将有约束的极值问题转化为无约束问题 %
并利用一种迭代算法进行快速求解 ’最后通过几类典型
信号去噪实验来验证本文方法的应用效果 "实验结果表
明 %改进的基追踪方法能够快速稳定实现 %同时具有良
好的去噪效果 "

! 字典的构造
对于观测到的离散信号 #)$%$ 为 4+56789 空间 %给

定 $ 中的字典 !!:!";")#<%其中 # 为指标集 %!" 为 $
中的基函数 %也称为原子 " 基追踪方法将信号稀疏表示
问题定义为以下有约束的极值问题 $ " %%即

=+0 $ " >?6@7A9 9/ #!
")#
*$"!" &" B

其中 %$"#")#$为表示系数 " 如果将字典中的向量
表示成矩阵 ! 的列 %系数表示成一个列向量 %则 &"B式可
表示成

=+0 $ " >?6@7A9 9/ #!!$ &2 B
在含噪观测的情况下 %考虑如下模型 (

%&#’%(
其中 # 为真实信号 %% 为观测信号 %( 为标准高斯白

噪声 %% 为噪声根方差 " 基追踪方法去噪归结为求解以
下优化问题 $ "% $ C%(

=+0
#

"
2 %D!$

2

2 E& $ " &3 B

以上最优化问题致力于最小化信号重建误差 %同时
使得信号的表示最稀疏 " 正则化参数 & 控制着允许误差
与稀疏性之间的平衡 "
由 &3B式可见 %基追踪方法去噪的核心问题涉及到原

子的选取 )字典的构造 )求解算法设计等三个方面 " 其
中 %字典的构造是基追踪方法的重要环节 " 为了尽可能
精确地表示信号 %字典与信号应该是自适应的 %或者说
字典是从信号的学习中得到的 " 通常 %基追踪方法所使
用的字典有完备的 )过完备的 )欠完备的等 " 可以根据信
号的先验信息及实际需要设计字典 " 一般设计的字典是
完备或过完备的 " 对于简单信号去噪 %一般只需构造完
备的字典 " 对于复合信号去噪问题 %通常需要构造过完
备的字典 " 对于完备字典 %同样存在信号的稀疏表示问
题 %因为噪声总是处处奇异的 $ F%" 本文所采用的字典主
要有 (

&"B47)*+>+,7 字典
") :";2 ;!! < ; !)& * B!": *+) <

此字典中原子不是正交的 % 但是对于任意长度为 !
的一维离散信号 #!&#" #2 ! #!$都有以下表示 (

#!#"!"E
!

" ! 2
* &#"+#"D"$!)

47)*+>+,7 字典具有上三角形式 %结构简单 %善于捕捉
分片常数信号中的突变特征 "

基于改进基追踪方法的信号去噪

汪雄良 ! 王春玲
&国防科技大学 理学院 数学与系统科学系 ; 湖南 长沙 F"##G3B

摘 要! 提出了一种新的基追踪求解算法! 依据信号特性自适应地选取字典"通过 "" 范数的近似
表示 #将有约束的极值问题转化为无约束问题 $并利用一种新的迭代算法进行快速求解 "几类典型信
号实验结果验证了本方法具有良好的去噪效果 %
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+ 3 * 本文方法

图 # 一维分片常数信号去噪结果

+"*时间!尺度字典 !小波字典 "
以 4))5 小波字典为例 #
父小波基 #!6#7$8#98母小波基 #"6#7#:"8 #9 8#;# 7$8#: "9

4))5 小波字典中包含母小波基的平移和伸缩变换
以及父小波基的平移变换 $
设 !6(!"#"$ - 8其中 !! ($8" -为尺度变量 %#! 7$8% 9表

征位置 %$! <$8#=表征性别 $ 4))5 小波字典形式为 #

# (!" # 8 #-6" (! ( &’# - -& !" # (!" # 8 $-6! (! ( &(# - -& !"
对于完备的 4))5 小波字典而言 %指标集

$4)556
(! ) "# ) " * 8#- > )+) $ 8’ 8 ?@A" +% -;#8*6$8’ 8"

)
;#B

+! ) $ 8#) $ 8 * 8$ ->*6$8’%"
) $ ;

#
%
%%
$
%
%%
&

’
%
%%
(
%
%%
)#

包含 % 个原子 %构成一组正交基 $ 当然还有其它类
型的小波字典 % 尽管有些小波基没有类似 4))5 小波基
这样明确的小波函数表达式 %但它们的字典都有与 4))5
小 波 字 典 类 似 的 离 散 结 构 $ 比 较 常 用 的 主 要 有
C)D,0/EF0G(H@F3?0I(JKLL?0I 等 7 #9 $ 小波字典适用于表示
分片光滑信号 $

+!* 40)MFGF.0 字典N小波字典
对于比较复杂的复合信号 %单一的字典下无法得到

信号的最稀疏表示 %此时可将几种字典合成 %从而得到
过完备的字典 $ 例如 40)MFGF.0 字典N小波字典 $
! 新的求解算法
文献 7#9将 (!-式等价于如下二次规划问题 #

LFO ,-.N #
" /

"
GD,P0/I I@ 0.1%/+# .*$8 %6#

其中 %"+2’$%2%$*$% ., (23$ -% 0, (# 4 (# - 8 ,,
& (#8#- 8 #,5$
文献 7#9采用内点算法求解以上二次规划问题 $这种

算法收敛性能稳定 %但由于它是一种大尺度的线性规划
算法 %复杂度高 %所耗费的计算时间非常长 %不便于实际
应用 $ 为此 %针对 (!-式 %采用一种新的迭代算法来求解
以上最优化问题 $
首先 8给出 6# 范数的平滑近似 7 29

7 #-
8

96#
. ( (7 - F

"
N# - #: " (’-

其中 88 为向量 7 的长度 %# 为非常小的常数 (#Q$-%
本文取 #6#$;&-$

令 : (’ -6 #
" (5(#’ -

;
(5(#’ -N&

8

9 6 #
. ( ’9

"
N# -

# : "
(R-

6 #
" (5;5(5;#’;’;#5<’;#;#’ -N&

8

9 6 #
. ( ’9

"
N# -

# : "

由/: (’ -6$%得到
(#;#N&(#(’ - -’+#;5 (#$-

其中 %)#(’ -6=9!> ( ’ 9

"
N# -

;# : "
$ 迭代求解 !#$"%迭代

式如下 #

’! (%N#-6* (#;#N&)#(’! (% - - - ;##;5N(#;* -’! (% - (##-

其中 %* 为迭代步长 %$S*0#% 迭代初值可取’! ($-6

#;5$ 迭代的终止条件由 ’!
(% < # -

;’!
(% - "

" ’!
(% - "

"
S%?@ 控

制 (本文取 %?@6#$;!-%这样即可得到优化问题的解’! $ 在得

到表示系数 " 的估计’!后%可由 A! 6#’!得到重构的信号$
" 正则化参数 ! 的选取
在所考虑的噪声为高斯白噪声以及对字典 # 进行

规范化 ! #+ " 6#"的情况下 %文献 7#9中 & 的经验值取

为 &6, "?@A(B -" %其中 8B 为字典 # 的势 $ 此经验值实际
对应于正交基下小波去噪方法的软阈值 7 #9 7 &9$ 因此这种
参数的选取方法依赖于对信号中的噪声方差的精确估

计 $ 而对噪声方差的精确估计通常是比较困难的 $ 因此
该经验值是一种次优值 $ 可从另一个角度来考虑正则化
参数的选取方法 $容易证明 %在对字典 # 进行正交化后 %
目标函数具有单峰性质 !目标函数为凸函数 "%因此可通
过最小化目标函数 %在迭代算法中用线性搜索的方法寻
求最优 $

# 实验结果
为了验证本方法的去噪效果 %将其应用于一维信号

去噪实验 %并与小波软 (硬阈值去噪方法以及 TF0O05 滤
波方法进行了比较 $
设计二组一维实信号%即分片常数信号和分片光滑信号$ 其

中分片光滑信号)40)MFGFO0*是由下式产生的一种信号#

. (% - 6%GFO ( %-&% - ;GFAO ( %
"2& ;$1!- ;GFAO ($1U" ; %

"2& -8

%6$8#8"8’%"22 (#"-
对二组信号附加高斯白噪声 $ 其中第一组噪声根方

差 ,6$1"%第二组噪声根方差为 ,6$12$ 去噪结果如图 #
和图 " 所示 $ 分片常数信号实验中的小波方法所采用的
小波基为 4))5 小波基 % 分片光滑信号实验中的小波方
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图 " 一维分片光滑信号 !20)345460 "去噪结果

789 !含噪信号 :4060; 滤波 小波软阈值方法 小波硬阈值方法 本文方法
分片常数信号 ’< =>> .? ""=#" .? "! =@’.? "! =#>.? "&=@@.?
分片光滑信号 ’% =’> .? ""=!’ .? "’ =A<.? "’ =A&.? "!=%@.?

表 ’ 信噪比的比较结果

法所采用的小波基为 7BC< 小波基 # 依据信号的特性 $分
片常数信号实验中基追踪方法采用 20)3454.0 完备字典 $
分片光滑信号实验中基追踪方法采用 20)3454.0!7BC< 小
波字典合成的过完备字典 # 表 ’ 对各种方法的信噪比改

善程度进行了比较 # 在配置为奔 ! D0E0;F6+’=<G*微机上
运行未经优化的 H)IE), 程序 $分片常数信号实验总过程
耗时约 @5$分片光滑信号实验总过程耗时约 <#5#
理论分析和实验结果表明 $该方法能够快速稳定实

现 $同时具有良好的去噪效果 #与传统去噪方法相比 $基
追踪方法对于信噪比的改进程度更高 $同时它能有效地
保持信号中的重要特征 #
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