
!"#$$%&’ 和 ()"*+, 于 -./0 年提出的多分辨分析概
念为函数 ! 信号的分析提供了一种强有力的工具 1 -2"
-.33 年提出的紧支撑正交小波基的构造 1 42以及 -.3. 年
提出的小波塔型算法 1 56#标志着小波分析从此进入了一
个快速发展的阶段 "
经过 47 多年的发展 #小波分析理论日趋完善 #其应

用也迅速从信号处理 ! 数学领域渗透到天文 ! 地理 !物
理 !生物等多个学科 #小波分析已经成为继傅立叶分析
之后又一个强有力的分析工具 "
小波分析之所以成功 #一个重要原因是其对范围广

泛的函数类具有 $稀疏 %表示能力 #尤其对 $点奇异 %的
函数更能表现出最优非线性逼近能力 " 然而 # 对于含
$线奇异 %!$面奇异 %的二维或高维函数 #小波的非线性
逼近能力却不尽如人意 "
寻求客观事物的 $稀疏 %表示方法 #是计算机视觉 !

数学 ! 数据压缩等领域的专家学者们致力研究的目标 "
小波分析的不足 #促使人们开始从不同角度探索 #试图
寻找比小波更好的 $稀疏 %表示工具 "
脊波变换由 89’:!$ 于 -..3 年提出 # 这是一种非自

适应的函数表示方法 ; 0<=6" 同年 > ?)’)@) 又在参考文献
;A6中构造了 !BC"BD中的一组规范正交基 #并称之为正交
脊波 "脊波变换与正交脊波对含直线奇异的多变量函数
均具有最优非线性逼近性能 ; 0<A2" 正交脊波的构造要用
到 (EFE" 小波的两个特殊 $封闭性质 %&

!# #$C< % GH!# #I<$
C % G C- G

&
"

’ # ( C#J!’H&
"

’ # (J4
’ < - C$ G C4 G

其中 # $封闭性质 % C4 G对于 4 带小波来讲并不是一种普
适的性质 #如 ?&KLEM@NE$!OFP*E, 等常用的小波均不满足
此性质 " 因此 #性质 Q4G的存在使正交脊波的构造条件近
乎苛刻 "
脊 波 变 换 实 际 上 是 将 "4 上 的 直 线 奇 异 转 化 为

R9:)’ 域中的点奇异进行处理 #具有良好的 $线型结构 %
保持特性 ;S6#这一点对于实际工程应用来讲具有非常重
要的意义 " 如何利用脊波变换的 $线型结构 %保持特性 #
同时又使实际应用更灵活#是一个值得深入研究的问题"
性质各异的小波基已经成为信号处理 !函数分析的

有力工具之一 " 本文将利用正交小波基构造 !4C"4G的一
种框架界为 I 的紧框架 " 这种紧框架的框架元仍如
?)’)@) 所构造的正交脊波一样表现为一种特殊的 $平均%
了的脊函数#所以称这种紧框架为脊波框架" 脊波框架的
构造 #无需利用 (EFE" 小波的特殊 $封闭性质 % CI G和 C4G"
这样 #脊波框架的构造条件便非常宽松 (同时 #利用不同
性质的小波 #还能构造出适合不同具体问题的性质不同
的脊波框架 "

! 预备知识
本节给出文中所需引用的一些基本概念及相关定理"
在 "" ;7#4! 6上定义空间 &

!4CT%T$ G&HU ) C %#$ G V ) C %#$ GH ) C %#$JB! G#
B!

7!
J#

<$! V ) C %#$ G V B

T%T$WJ$X"

对于 )#Y"!B CT%T$ G#定义内积 W )#Y ZH
B!

7!
J$

<$! ) C %#$ G

* C%#$G+%+$# 并将由此内积诱导的范数记为 )C%#$G
B

[
B
CT%T$G&

HW )# )Z"
在 "% ;7#B! 2上定义空间 &
!BC"G&HU,C%#$GV,C%#$GH,C%#$JB!G#,C%#$GH,C-%#$J!G#

B!

7!
J$

<$! V, C %#$ G V B T%T$WJ$X"

对于 ,#."!BC"G#定义内积 ;,#\2H I
0!

B!

7!
J$

<$! ,C%#$G

. C%#$GT%T$#并将由此内积诱导的范数记为 ,C%#$G
B

[
B
C%G&

H;,#,2" 显然 !BC"G#!BCT%T$ G"

脊波框架的构造及其在图像去噪中的应用
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摘 要 ! 为了能够充分利用现有的各种小波族 !提出了脊波框架的概念 " 脊波框架的构造不需利
用 (EFE" 小波的特殊 #封闭性质$!几乎各种正交小波基都能被用来构造此框架 %叙述了脊波框架的构
造过程 !并证明了其构成框架界为 I 的紧框架" 最后为验证脊波框架的有效性进行了去噪实验 "
关键词 ! 正交小波 正交脊波 脊波框架 紧框架
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设 !!"!"#!#充分光滑且快速衰减!定义函数 ! 的 $%&’(
变换为 ) * !+,"

-$! . - %!! ./"! -& ." -&01’2!3&!24(!5 % #&& -6.
式中 !!!)7!!! .! %!$!并用 ! 表示 $%&’( 变换 "6.的值
域 # ! 有如下性质 ) * !+,"

"0 .反对称性 " "$! . "5 %!!3! ./"$! . " %!! . "8.
"!.! 是 "!"".的闭子空间 #
定义投影算子 ’!""!"&%&! .#!
"’!( . " %!! ./"( " %!! .3( "5 %!!3! . . 9! ":.

已经证明 !)! 是 *!"&;&! .#! 的正交投影算子 ) < !=,#
令 !!*!"&;&! .!定义
反射算子 " "+! . " % ./ ! "5 % . "<.
半周期平移算子 " ",- . "! ./- "!3! . "=.

于是 !正交投影算子可写为 ’!/".3+$, . 9!#
! 脊波框架的构造
首先 !在 *!"&;&! .中构造一组可分规范正交基 !经特

殊规范化后 !通过正交投影算子 ’! 投影到 ! 中 # 然后 !
证明此投影在值域 ! 构成框架界为 0 的紧框架 #
在 *!"$.中给定两组规范正交小波基 " >#/ !0" /!0!1?

和 >$2 ! 3" 2 ! 3!1 ? !并将 >$2 ! 3" 2 ! 3!1 ?在 ) 7 !!! .上周期化 !

$
456

2 ! 3 -! ./
!

0/5!
% $2 ! 3 - !

!! 30 .#

对于&7’7!

) >$
456

2 ! 3 ? 5!@ 2’ 7 ! 7’ 3’ !
5 / !>%

456

7 ! 3 ? 7’ 3’ !
5 / , -*.

在 *!- ) 7 !!! . .上构成规范正交基 ) * !+,# 其中 !%
456

7 ! 3 为 $ 在

最细尺度 7 所对应的尺度函数在 )7 !!! .上周期化所得 #

为方便起见 !用 $ 表示式 -*.# 显然 !集合 >8
9

& /#$$"

#!(?在 *!-&;&! .上构成规范正交基 # 其中 !指标集(/
> /!0 A /!0!1$ 2 ! 3 ":!;2’ 7 !7’ 3@!5 / ?#

令 8"&"/! !) 8#&!应用正交投影算子 ’! 于 8"&!得

8&"/’!-8"& ./- .<+$,
! .8"&/! !) ’!-8#&. -+.

下面将证明 8& 在 ! 中构成框架界为 0 的紧框架 !
先证明几个引理 #
引理 0"8& 在 ! 中完备 #
证明 "&=!!!有 (!"!-&%&! .!且 (/’!(# 由于 >8#&/

#$$"$!(?在 "!-&%&! .上构成规范正交基 !所以有

(/
&!(
% @(!8#&B8#&/

&!(
% @(!8#&B’!-

0
! !)

8"& .

!!/ 0
! !) &!(

% @(!8#&B8& -07.

证毕 #
引理 !"&(!!!有
@8#&!(B/@-+$, .8#&!(B -00.
分别计算式 -00.两端即可证明此引理 #

引理 6"&(!!!有

@8#&!(B/! !) )8&!( , -0!.

证明 " )8&!( ,/ 0
8!

!!

7"
3!

5!" 8&- %!! .( - %!! .&%&!

/ 0
8! "! !)

!!

7"
3!

5!" 8#&3-+$, .8#&
! ( - %!! .&;&!

/ 0
! !)

" 0
! >@8#&!(B3@-+$, .8#&!(B?

/ 0
! !)

@8#&!(B

证毕 #
定理 0"8&-&!(.在 ! 中构成框架界为 0 的紧框架#
证明 "对&(!!!

C C( C C !/)(!( ,/
&
% C )(!8&, C ! -06.

由式 -07.有

)(!( ,/) 0
! !) &!(

% @(!8#&B8&!( ,

/
&
% )(!8&, )8&!( ,/

&
% C )(!8&, C !

证毕 #
于是 !对于&(!!!有

(/
&
% )(!8&,8& -08.

&
% C )(!8&, C !/C C( C C ! -0:.

存在从 ! 到 "!-$!.的等距映射 ) < !07,# 记此映射为 +#
于是 !对于&(!>!!!记 !?+ -( .!-?+ -> .!有

)(!> ,/@ !!-B -0<.
并且 ! C C( C C*! -%./C C ! C C*! -@&. -0=.

已经证明了 8& -&!( .在 ! 中构成框架界为 0 的
紧框架 # 令 ’&/+ -8&.! -&!(.# 由于 + 保内积 !于是有定
理 !#
定理 !"’&-&!(.在 *!-#!.构成中框架界为 0 的紧框架 #
于是 !对于& !!*!-#!.!

!/
&
%@ !!’&B’& -0*.

记 #
<

/ !0 - % ./-& 3# . - % .!其中 & 3表示 0
!
阶微分算子 -& 3! .

- % ./ 0
!!

3!

5!" 52%$ !$ -$ . C$ C
3 0

! &$$并记共轭算子 # 3满足 )#!!

> ,/@ !!#3>B# 于是 !框架元 ’& 可表示为 ) 07,"
’&-& ./-#3(&. -& ./-# 3-& 3$A .B&. -& .

/ 0
8! " 0

!

!!

7" #
<

/ !0 -&01’2!3&!24(!.$2 ! 3-! .3

#
<

/ !0 -:&01’2!5&!24(!.$2 ! 3-!3! .&!
化简上式 !得 "
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! " #用冗余小波实现的
脊波框架去噪结果 !
$%&’( )* +,-./01

!23含噪图像 !
$%&’(44+,/501

图 4 各种去噪方法的视觉比较 !噪声标准差为 4, 3

!6 3正交小波去噪
结果 !$%&’(45+4,*701

893正交脊波去噪
结果 !$%&’(45 +/5:401

!0 3脊波框架去噪结果 !
$%&’(),+,.,501

!; 3冗余小波去噪结果 !
$%&’()4+),4)01

&<=>; ?;@;?
7.
4,
4.
),
*,
/,
:,
7,,

表 ! 各种去噪方法的性能比较 "#$%&’
ABC

),+5/)5
45 +4:/7
4- +:,*7
4/ +/5,*
4* +-4)7
44 +)/:-
4, +/7.4
75 +4577

DE’=0F;?;G
)7+4,-.
45+/5:4
4: +.7)
4-+..:-
4.+:7/7
4)+/--,
47+57-)
4,+*7*:

’EHI2J;
)7 +.)4/
), +,.,5
4: +5,47
4- +:7,7
4/ +).::
4) +54:)
44 +)5).
4, +::7.

KABC
)* +)7:
)4+4//:
),+-,*5
45+*:)*
4-+:/-5
4.+-.7)
4*+)).:
4)+)5)/

KE’EHI2J;
).+)-*/
)*+,-./
))+,5/4
)4+,5).
), +/-/
4:+44)-
4/+4)57
4*+:*5-

!"8! #( 7
*!

4!

,! #
"

# !$ 8!79<>$L!4>=M$#%% ! &8$ #0$ 875#

从式 875 #可以看出 !脊波框架的框架元 !" 是由 "平均 #

脊角 $% ! &(4! N4% 附近的脊函数 #
’

( !$ !!79<>$L!4>=M$3而得 $ 用

A2O6;9P=;>Q: 小波构造的脊波框架元如图 7 所示 $

! 去噪实验
为检验本文构造的脊波框架的有效性 ! 下面给

出一个图像去噪的实例 $
实验中所用图像为一含直线和曲线奇异的分片

光滑函数 !大小为 4./!4./ !4.. 级灰度水平 $ 含噪
图像由原图像叠加上不同噪声水平的高斯白噪声

而成 $ 实验中所用变换包括 %正交小波变换 ! ABC !
下采样 3 !冗余小波变换 ! KABC !非下采样 3 !滤波
器均为 A2O6;9P=;> Q: & 正交脊波变换 ! DE’=0F;?;G 3 &
用 ABC 实现的脊波框架变换 ! ’EHI2J; 3和用 KABC
实现的脊波框架变换 !KE’EHI2J;3!其中所用小波滤波
器也为 A2O6;9P=;>Q:$ 所有变换均采用硬阈去噪 !)"3$
表 7 给出了不同噪声水平下的实验结果$
从表 7 不难看出 !对于各种噪声水平 !正交小波

变换的 $%&’ 值均低于其他各种方法 !例如 !比用正
交脊波所得的去噪结果大约低 701 左右 $ 而脊波框
架又好于正交脊波约 ,+)Q,+*01$ 冗余变换无疑比
非冗余变换有更高的 $%&’ 值 !其中 !用 KABC 实现

的脊波框架变换又比 KABC 本身高 4")01 左右 $
图 4 给出了所加高斯白噪声标准差为 4, 时的去噪

图像 $
图 4!63是由正交小波得到的去噪图像 !存在点状 ’振

铃效应 (!在边缘处表现得尤其明显!且边界模糊 &图 4!93
和图 4!03是用正交脊波和脊波框架得到的去噪图像 !有
相似的视觉效果!与正交小波不同!这两种变换呈现一种
线状的 )振铃效应 ($ 事实上 !这与所用变换的基或框架
元素的支撑区间形状有关 %4QA 小波变换由 7QA 小波所
张成 !基的支撑区间呈正方型!并随着尺度的增大而逐渐
趋于点状 R5S&而从图 7 能发现 !脊波框架的支撑区间呈长
条型!并具有高的脊线$ 值得注意的是 !用正交脊波和脊
波框架所得结果不仅使 $%&’ 值比下采样小波提高了约
7"401!更重要的是不存在边界模糊的现象 $ 图 4!;3是冗
余小波得到的结果 ! 虽然 $%&’ 值相对下采样的正交小
波有了很大提高 !冗余性的存在也使 "振铃效应 (大为减
少! 然而边界模糊的现象依然存在 $ 反观用 KABC 实现
的脊波框架变换的去噪结果不仅 $%&’ 值高 ! 而且原图
像中的 "线型(结构也得到了很好的保持 $

7

,+:

,+/

,+*

,+4

,
-,

/, ., *, ), 4, 7, , , 7, 4, ), *, ., /, -,

!23三维视图

7,

4,

),

*,

.,

/,

7, 4, ), *, ., /,

!63俯视图

图 7 用 A2O6;9P=;>Q: 小波构造的脊波框架元
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如何利用现有的理论和算法均成熟的各种小波基 !
在顾及脊波变换的 "线型结构 #保持特性的同时又使应
用更具灵活性 !是笔者着重考虑的问题 $
本文利用 !!"#"#!$中的张量正交小波基!构造了 !!%#!&

中的一组框架界为 ’ 的紧框架 !即脊波框架 $ 脊波框架
的构造不需利用 ()*)+ 小波特有的 "封闭特性 %!使得框
架的构造条件远比正交脊波宽松 !几乎各种正交小波基
都可被用来构造此框架 $于是 !针对不同的具体问题 !通
过不同性质的正交小波 !就能构造性质各异的脊波框架$
脊波框架构造过程的灵活性和脊波特有的 "线型结

构 %保持特性将为实际工程应用提供一种新的有力工具 $
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