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图 # 非均匀采样的信号频谱

非均匀采样是相对于均匀采样的一种采样方法 ! 现
实中 "由于受到电子器件的限制 "均匀采样是相对的 "而
非均匀采样是绝对的 !香农采样定理描述了均匀采样问
题 "确定了均匀采样下被采样信号最高频率必须低于采
样频率的一半 "否则无法准确地恢复出信号 - ".! 均匀采
样信号的频谱分析可以采用经典的傅里叶变换方法实

现 !对于非均匀采样 "因其采样时刻的不确定性 "无法直
接使用傅里叶变换实现 !
本文提出一种伪随机的加性非均匀采样方法 "推导

出非均匀采样信号的傅里叶变换方法 "并使用该方法分
析非均匀采样信号的频谱 !本文还研制出基于数字信号
处理器 #/01$和可编程逻辑器件 #213/$的非均匀采样
和信号处理系统 % 在该硬件系统上 "实现了非均匀采样
信号的频谱分析 !

! 非均匀采样
在加性非均匀采样中 "当前采样时刻是根据前一个

采样时刻来选择的 "其数学表达式为 &
"#4"5 "$%!$ )",
其中 " !$ 为服从同分布的一组随机变量 "其值恒为

正 % 设 !$ 的概率密度函数为 &!)!$,"其均值为 ""由于 "$5
"!4!"4!#4’4!$"故 &$) " ,5&$6") " ,!&!) " ,%根据中心极限定理 "
对于一组相互独立的随机变量 "当随机变量的个数大到
一定程度时 "它们的和服从正态分布 "因此当 (!" 时 "
&$) " ,趋于正态分布 %当 " 增加时 "加性非均匀采样点的概
率分布将趋于平坦 "其数值大小为 "7"%
由于 !$ 随机分布 "使得采样时刻不再是简单的线性

关系 %设置 "!#"89"!$ 为均匀分布在 #!89""89$之间的随
机数 % 式 )",变为下式 &

"$5$4!$ $5":#:; :’") (#$
假定三正弦合成信号如下 &
* )" ,59<=)#!+! " ,49<=)#!!"" ,49<=)#!!#" , );,

式中 " !! 5#!!*+" !"#>!!*+" !##" "!!*+% 在均匀采样
下 "采样频率为 " !#’*+"采样点数为 " !#’"并对采样后
的信号由傅里叶变换得到信号频谱 "如图 " 所示 % 在非
均匀采样下 "按照式 (#$定义的时刻采样 " !#’ 点 "并使
用非均匀采样信号的傅里叶变换得到信号频谱 "如图 #
所示 % 式 (#$的平均采样时间间隔为 "$(89(对应采样频
率为 &&>*+$"最大采样时间间隔为 "89 (对应采样频率
为 " !!!*+$% 以最大采样频率计算 " !" 和 !# 都超过了香
农采样定理的限制 %

比较图 " 和图 #"均匀采样出现了频谱混叠现象 "原
因有两点 ? )",信号中存在超过一半采样频率的信号成
分 ) )#,均匀采样的周期性使得信号出现频谱周期 % 从图

非均匀采样信号的频谱分析及信号处理系统

汪安民 ":#: 陈良福 #

)"$清华大学 电子工程系!北京 "!!!%;@ #$清华同方电子信息技术研究所!北京 "!!!%;"

摘 要 " 非均匀采样由于具有不受采样频率限制 !频率分辨率高以及抗混叠等优点 "应用十分广
泛# 推导出非均匀采样信号的离散傅里叶变换方法" 分析了采样时钟抖动对非均匀离散傅里叶变换
的影响"并给出仿真结果$ 研制了基于数字信号处理器和可编程逻辑器件的非均匀采样系统"以此为
硬件平台"实现了非均匀采样信号的频谱分析$ 理论和实验结果表明 "非均匀采样系统和频谱分析方
法是有效实用的$
关键词 " 非均匀采样 信号处理 频谱分析
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图 ) 硬件系统框图

- 中无法分辨哪个是真实信号 7哪个是混叠信号的频谱 !

"实际情况下 #图 - 中 ! +$ ! - 和 ! * 分别是真实信号 !+$ !-
和 !* 的混叠信号 %!
为了消除频谱混叠现象 #采用非均匀采样 #采样不

再有周期性 #而是呈随机性 !从图 * 中可以看出 #信号频
谱没有混叠现象 #即使此时信号中存在超过采样频率的
信号成分 #非均匀仍然可以准确地检测出信号 !
从图 * 还可以看出 #非均匀采样出现一定幅值的频

谱噪声 #这是非均匀采样的一个缺点 ! 其主要原因是采
样时间随机设置 # 每个采样时刻的采样频率都不一样 #
混叠信号根据不同的采样频率分布到不同的频率点 ! 也
就是在每个采样时刻 #仍然存在均匀采样的频谱混叠现
象 ! 但是每个采样时刻都非常短 #使得当前时刻的混叠
频谱的能量较小 #反映到频谱上的幅度较小 !总的来看 #
由于采样频率随机分布 #使得混叠信号随机分布 #最终
表现出整个频谱出现小幅度噪声 ! 实际上 #相当于将图
- 中的混叠频谱均匀分布到整个频率段 #大大减小了混
叠频谱的幅度 #远远低于真实信号频谱的幅度 #从而检
测出真实信号 !

! 非均匀采样的傅里叶变换
如果信号 ! 8 " 9满足下列条件 & 8 - 9 ! 8 " 9绝对可积 #即

:!

;!
! ! 8 " 9 <"=!’ 8*9在任何有限区间内 # ! 8 " 9只存在有限个

数目的最大值和最小值 ’")% 在任何有限区间内 # ! 8 " 9有
有限个数目的不连续点 #并且每个不连续点都必须是有
限值 #则 ! 8 " 9的傅里叶变换存在 ! 当 ! 8 " 9经过采样后 #得到
离散序列 ! 8#$9#其中 $ 为采样周期 ! 用 ! 8%9代表 ! 8%$ 9#
则序列 ! 8% 9的离散时间傅里叶变换表示如下 > *?&

& 8’(!9@
:!

#@;!
" ) >% ?’*(!% 8A9

根据采样定理 #时域上的采样 #将使信号频谱在频
域上发生搬移 #若采样频率大于奈奎斯特频率 #则不会
发生频谱重叠 ! 从而

&"8’(!9@ -
$

:!

+@;!
" & 8 ( 8!*,!-9 9 8B9

其中 #&"8’(!9为采样后得到的离散序列的频谱 #$ 为
采样周期 #!- 为采样频率 "角频率 %! 假设非均匀采样的
各个采样点是随机的 #且相互独立 #其概率密度分布函
数为 . 8 " 9#采样点数为 /#则

0
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如果 . 8 " 9在信号持续时间上服从均匀分布 #则
/

,@-
"
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!) 8 ",9’* (!" , . 8 ",9< ",@ -
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,@-
"

$2

+
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@ /
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+
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& 8 (! 9 8C9

其中 $2D/ 为平均采样时间 !将式 8C9代入式 8,9#并结
合式 8B9#可知

1 >& 8’(!9 ?@/3$2"& 8 4! 9 8E9
即非均匀离散傅里叶变换公式计算结果的期望是

原始信号频谱 !
由于采样时刻的随机性 #虽然计算得到的信号频谱

的期望是信号的真实频谱 #但还必须考察频谱计算的精
度 ! 非均匀离散傅里叶变换的方差推导如下 > )?&
令 568! 9代表由非均匀离散傅里叶变换计算得到的

频谱 #578! 9代表信号的实际频谱 #则
FGHI568! 9 J@1I >568! 9 ? *J; >1I568! 9J *? 8K9
假设所设置的采样时刻 I ",J为相互独立 $同分布的随

机变量 #并且其概率密度函数为 . 8 " 9#故

1I >568! 9 ? *J@1I>
/

,@-
" ! 8 ",9’

8 4!" , ?
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/
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/
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/
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将式 "-+%$"--%和 "-*%代入式 "K%#可得

FGHI568! 9 J@I$
$

+! > ) 8 " 9’
* 4!"

? *<";5:8! 95L
:8! 9 J D/ 8-)9

" 实时非均匀采样处理系统
非均匀采样系统由 .(" "&M 公司的 &’()*+3,*--%$

%.$3"5.$2(/ 接口 $45%(6 等组成 > A?! 硬件系统框图如
图 ) 所示 !

图 ) 中 #时钟芯片提供均匀时钟到 .(" 和 3"5.#作
为 .(" 和 3"5. 的工作时钟 ! .(" 对时钟信号倍频后输
出一个快速的时钟信号到 3"5.#3"5. 以该时钟为最小
时间片 #进行延时和分频 #得到非均匀的时间片 !这些时
间片之间间隔发送到 .(" 芯片中 #供非均匀采样算法随
时调用 !
系统软件框图如图 A 所示 ! 系统上电初始化后 #启
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!上接第 !!" 页 "
除此之处 #还要注意以下问题 $
#! $%%& 数字滤波器是针对采样率固定的系统设计

的 #更改系统或系统采样率改变时应重新设计 %
#’ (用到的数据存储单元 #程序开始时应对这些单元

进行初始化 % 如果要进行连续滤波 #应保存上一次滤波
的结果 %

#) (%%& 数字滤波器的滤波结果会引起相位的延迟 #
故对相位严格要求的场合 # 需加全通网络进行较正 #或
选用 *%& 滤波器实现滤波功能 %

%%& 数字滤波器以它优越的性能 #在电力 &通信和测
控 等 领 域 得 到 广 泛 应 用 % 本 文 针 对 +% 公 司 的
+,-)’./012!3 4-5#叙述了 %%& 数字滤波器的理论设计
及在 4-5 上的实现过程 % 根据其实现思路 #可以很方便
设计出符合要求的滤波器 % 该方法具有很强的实用性 #

对 *%& 滤波器的设计及滤波器在嵌入式系统中的实现
也有很好的参考价值 % 通过 ’变压器绝缘套管介损在线
监测 (等测控系统中的滤波器设计和实现表明 #设计方
法简单 &方便 &实现灵活 #满足工程实际要求 %
参考文献
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非均匀数据

初始化

非均匀傅立叶变换

频谱分析

图 2 系统软件框图

图 1 输入 !> 6311,BC 的正弦信号

动 05<4% 05<4 收到 4-5 命令后 #输出非均匀时钟信号
到 ;4#;4 根据该时钟信号采样 #每采样一个数据 #提供
一个中断信号到 4-5% 4-5 收到该中断信号 #从数据总
线读取数据 #并保存在 4-5 的 &;, 单元 #直到采样数据
达到设定的数据个数 % 采样数据存贮器满后 #由 4-5 读
取后进行非均匀的算法处理 #算法处理的详细步骤包括
三步 $ #!(非均匀采样数据的初始化 #主要完成对采样数
据时间间隔的处理 #得到准确的时间间隔 ) #’(傅里叶分
析 #对时域的采样数据进行傅里叶分析 #将时域信号转
换成频域信号 ) #)(将处理后的结果由 4-5 经过数据传
输单元通过 D-= 接口传输到 50 机 #50 机对数据进行简
单的分析并显示 %
该系统的非均匀采样频率为 !6’1,!!61.,BC&采样

! .’2 点 #采样数据经 4-5 算法处理后 #将处理后的结果
输出到 50 机 #在 50 机上绘出频谱 #实验中使用函数信
号发生器产生不同频率的单频信号 #在不同频率下进行
一系列实验 % 图 1 是输入 !>6311,BC 的正弦信号 % 图中

横坐标为频率 #最大值点对应的频率为 !>6"1,BC#检测
误差为 .61!"%
非均匀采样由于采样时间的随机性 #最大程度地降

低了均匀采样引起的混叠现象 #使得采样不再受限于采
样定理 % 由于采样时间的随机性 #使得非均匀采样信号
的频谱分析不能直接使用均匀采样信号的傅里叶变换

方法 % 本文推导出非均匀采样信号的傅里叶变换方法并
分析了其精度 % 非均匀采样系统的研制主要受限于 ;4
器件 #目前还没有非均匀 ;4 器件可以使用 #为此 #本文
采用 05<4 控制 ;4 的时钟实现了非均匀采样 % 在非均
匀采样系统平台上 #应用非均匀采样信号的傅里叶变换
分析了信号频谱 #验证了非均匀采样信号的傅里叶分析
方法和非均匀采样系统的有效性 %
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