
!微型机与应用" !"#$ 年第 %& 卷第 $$ 期

!"#$%& !’()*+,-./01 "

李道军 $#邬向伟 !

!"#郑州职业技术学院!河南 郑州 $%&"’""’(中州大学!河南 郑州 $%&&$$)

摘 要! 提出了均匀三次 *+,-./01 曲线反算的快速算法$在 234.35 中编程实现#大大降低了程序
的复杂性 #提高了运算效率 #并使重构所得曲线的两个端点处曲率不为零 #满足了一阶连续 #并给出
了应用实例$
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在计算机辅助几何设计 !L:X@)实践中 !常遇到设计
者事先并不知道控制多边形顶点的位置 !而只知道曲线
上的某些型值点的情况 $ 从设计角度上来说 !通常考虑
的是曲线的大致形状 !而非控制多边形的大致形状 $ 为
了构造 *+,-./01 曲线 !就需要由已知的型值点反算出控
制多边形的顶点 $ 在实际工程应用中 !*+,-./01 曲线的
反算过程所涉及到的计算量很大 ! 因此讨论 *+,-./01
曲线的快速反算算法有着很重要的意义 Y "Z$
对于三次均匀 *+,-./01 曲线的反算 !朱心雄 Y ’Z给出

了一种计算速度快且易于编程的反算控制顶点的迭代方

法!可以得到在允许误差范围内的 !’连续曲线$ 而参考文
献 Y8Z通过 "+" 的研究对三对角矩阵提出了一种优于追赶

法和 ?M 分解法的求解方法$ 但是它们都是以两端曲率为
零作为边界条件!可能出现人们所不希望看到的曲线在端
点处不连续的现象$ 针对 *+,-./01 曲线的反算过程计算
量大!重构曲线端点处曲率不连续的问题 !本文提出了一
个有效的解决办法 !并在 234.35 Y$Z中予以编程实现 !大大
降低了程序的复杂性 !提高了运算效率 !并使重构所得
曲线的两个端点处曲率不为零 !至少满足了一阶连续 $

. 反求 /0#1234) 曲线
为了使一条 # 次 *+,-./01 曲线通过一组数据点 $% !%[

&!"!%&&)&反算曲线时&一般使曲线的首末端点分别与首
末数据点一致&将内数据点依次作为样条曲线的分段连接
点&则数据点 $% 将依次与 *+,-./01 曲线定义域内的节点一
一对应& 即数据点 $% 有节点值 ’#(% !%[&&"& %&&)$ 该 *+
,-./01 插值曲线将由 )\" 个控制顶点 *%!%[&&"&%&))与节
点矢量 ![Y’&&’"&%&’)(#\"Z来定义$其中&)+&(#,"&即控制
顶点数目要比数据点数目多出 #," 个& 共有 &(# 个未知
顶点$由端点插值要求&应取 #(" 重节点端点的固支条件&
又取规范定义域$ 于是 ’&[’"[%’#[&&’)("+’)(’[%’)(#("["$
以反算三次均匀 *+,-./01 曲线为例 &曲线的定义域

为 ’!Y’8&’)\"Z& 曲线的控制顶点应有 )!&(8 个 $ 则 *+
,-./01 曲线方程可表示为 #
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式中总共有 &\" 个线性方程组 & 但有 )\" 个控制顶点
未知量 $ 因此 &要想得到唯一解 &需要另外补充两个方
程 &这两个方程一般由边界条件给定 $ 边界的补充条件
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有多种形式 !如给定两端点的切向量 "自由端点条件 "虚
节点条件和抛物线条件等 !实际应用中根据具体情况选
取适合的边界补充条件 # 有了补充方程 !即可用迭代法
或追赶法等求解所建立的线性方程组 $

! 快速反算算法
将定义在每一个节点区间上用整体参数 ! 表示的

!"#$%&’( 基变换成用局部参数 "!)*!+,表示 !则三次均匀
!-#$%&’( 曲线段的矩阵表示为 %

!". # /0)+ # #1 #2,$2

#$"2

%&"1

%&"+

%&

"
#
#
#
#
#
#
#
##
$

%
&
&
&
&
&
&
&
&&
’

! "!)3!+,& &02!4!’!’ .15

式中 ! )+ # #1 #2,$2 为三次均匀 !-#$%&’( 基的矩阵表示 !
$2 为三次 !-#$%&’( 基函数系数矩阵 !表示为 %

$20 !
6

+ 4 + 3
"2 3 2 3
2 "6 2 3
"+ 2 "2

"
(
(
(
(
(
(
(
((
$

%
&
&
&
&
&
&
&
&&
’+

对于开曲线 !式 715可改写为

(&. " 50)+ # #1 #2,$2
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由几何可知 ! 三次均匀 !-#$%&’( 曲线在节点处 !数
据点与控制顶点之间有下列关系 %

!
6

.%&-+84%&8%&8+50(& .45

补充边界条件 %由均匀 !-#$%&’( 曲线的局部性质可
知 ! 数据点的端点 (+ 与 %3"%+"%1"%2 有关 !(’ 与 %’8+"%’"
%’-+"%’-1 有关 $ 边界条件的补充除上述选用端点曲率为
零外 ! 还有两种方法 % .+5 令 %3"%’ 位于其相邻的其他三

个控制顶点所确定的抛物线上 !这样能保证两个边界点
的曲率不为零 ! 但缺点是边界处卷曲过大 & .15 令 %3"%’

位于其相邻的其他三个控制顶点的反向延伸直线段上 !
但不足之处是两个边界点的曲率也为零 $ 比较好的方法
是令 %3"%’ 分别等于与其相邻的其他三个控制顶点所确

定的抛物线及反向延伸直线的平均值 !即 %
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则式 .45可写为 %
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简化上式为 %
%&)’ .;5

那么在 <=>%=? 中求解式 7;5线性方程组将非常简单 !
本文用直接法进行求解 !只需输入 % 和 ’!然后进行矩
阵左除 ! 即 &)%(’! 即可输出方程组的解 &0)#3 #+ ’
#’*+, @$ 需要说明的是 !由于矩阵 % 中 ’ 一般很大 !且元
素多为非零元素 ! 故储存时易用稀疏矩阵形式 $ 上述
算法部分 <=>%=? 程序如下 %

A输入数组 %!数据点 +&!&0+!1!’’&+,"+-分别为其坐标&
. .+501&. .’81501&
&01% .’8+5&
. . & 504&
%0%&./ .. 5&
0 .+50-9&1 .’8+50-9&
$01% .’8+5&
0 . $ 50+&
$0+%’&
1 . $ 50+&
%0%8%$./ .0!+58%$./ .1!-+5&
%.+!2504&%.+!450-+&%.’81!’504&%.’81!’-+50-+&
A输入数组 ’
(, .+ 50*&(, .’8150*&
$01%’8+&
(, . $ 506B+, . $-+5&
(- .+ 50*&(- .’8150*&
$01%’8+&
(- . $ 506B+- . $-+5&
(0)(, "!(-",&
#反求控制顶点 &
&0 $’2 .% 5$’&
求出控制顶点后 !再由式 .25即可求出参数定义域内

任意节点上的数据点值 !从而也就求出了所需曲线 $
利用上述算法对图 + 所示经过预处理后的数据点

进行运算 !图 1 所示为反求的控制顶点 !图 2 为上述算
法重构的曲线$ 上述均匀三次 !-#$%&’( 曲线反求算法!可
扩展到均匀双三次 !-#$%&’( 曲面控制网格顶点的反算$
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图 2 数据点以及插值曲线图 + 精简后数据点 图 1 反求的控制顶点
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