
变形雅可比 !!"#$""%&’傅里叶矩 ( ) ’*+是对于图像的

平移 !旋转 !灰度 !尺度等多种畸变不变性和噪声不敏
感 "具有基本不变值的矩 "并且用于图像的特征提取时 "
只用一个很小的图像描述量集合就可以代表图像 #变形
雅可比矩反映了图像函数到一些特定基本函数的映射

关系 "从而确保了由一定数量的不变矩作为描述量描述
图像的可能性和可靠性 $由于变形雅可比矩是一种高度
浓缩的图像特征 "具有平移 %尺度 !旋转等多畸变不变
性 "因此变形雅可比矩和矩函数被广泛用于图像的特征
提取 !模式识别中 $
近几年来 $ 曲线拟合是计算机辅助几何设计中的一

个重要研究课题 $ 在计算机图形学 !逆向工程 !数值计
算等方面有着广泛的应用 $人们提出了许多各具特色的
曲线拟合算法用于曲线描述 "李二涛等人提出了一种基
于最小二乘的曲面拟合算法 ( ,+ $采用该算法进行曲面拟
合 $ 拟合的曲面精度高 $但是当出现尖峰厚尾的分布时 "
很难确定其密度函数 $ 分段低次样条插值虽然计算简
单 !稳定性好 !收敛性有保证且易于实现 "但只能保证各
小段曲线在连接处的连续性 "不能保证整件曲线的光滑

性 $利用三次样条插值 "既可保持分段低次插值多项式 "
又可提高插值函数光滑性 $ 在三次样条中 "通过限定每
个三次多项式的一阶和二阶导数 " 使其在断点处相等 "
能够成功地逼近每对断点间的曲线 "较好地确定所有内
部三次多项式 "与原曲线具有极大的相似性 ( -’))+$
本文采用变形雅可比 !!".$""%&’傅里叶矩对多焦面
图像特征提取" 用三次样条对特征空间轨迹进行拟合 ()/’)*+$

! 变形雅可比"!#$%"#&’(傅里叶矩理论和三次样条
!)! 变形雅可比 "!#$%"#&*(傅里叶矩理论推导
在区间 (0$)+内径向雅可比多项式可定义为 &

#$1!%"%&2" !1"’(2
!1!3/(2

(

)"0
! 1’)2

* (" #*
!1!3/(+*2
!1"3(+*2 &

(+*
1) 2

若设 ,-(+*"且当 !".%""% 时 $雅可比多项式可转化为&
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其中 4
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式中 $(%* 为多项式的阶数 "( 为非负整数 "* 的取值范
围为’(%*%( $ , 的范围为 0%,%($
多项式满足正交归一化条件 &6 基金项目 4国家自然科学基金 ’*07*,000) (

基于三次样条的多焦面曲线拟合 !

王春申 $ 阿木古楞 $ 刘 颖
1内蒙古农业大学 计算机机信息与工程学院 $ 内蒙古 呼和浩特 0)00)-2

摘 要 ! 在变形雅可比 1!".$""%2’傅里叶矩的基础上采用三次样条拟合特征空间轨迹 !保证了插
值函数光滑性!并且通过限定每个三次多项式的一阶和二阶导数 !使其在断点处相等 !成功地逼近每
对断点间的曲线!从而能够更好地对曲线进行拟合!并验证包含图像信息量最大的矩值 "
关键词 ! 不变矩#多焦面图像#三次样条#拟合
中图分类号 ! 89%7):.) 文献标识码 ! ; 文章编号 ! )*,.’,,/01/0))&)0’00.-’0%
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KDC@@ CP@ A@KC=>@ JNKI@$ KDM JGFFCP BDC@>NFHKCBFD A=DICBFD LW AB]BDE @?@>W I=LBI NFHWDFGBKH CP@ AB>JC KDM J@IFDM F>M@> M@>B?KCB?@ $ JF
CPKC BD CP@ L>@K\NFBDC NHKI@ @[=KH$ J=II@JJA=H KNN>F]BGKCBFD FA @KIP L>@K\NFBDC L@C^@@D$ ^PBIP IF=HM L@CC@> I=>?@ FA I=>?@ ABCCBDE:

345 67/8-2 BD?K>BKDC GFG@DCJ_ G=HCB’AFI=J BGKE@ _ I=LBI JNHBD@ _ ABCCBDE

图形!图像与多媒体 9:0;4 </714--=>; 0>8 ?@A.=:48=0 B41C>7A7;5

‘%

《电子技术应用》  www.ChinaAET.com

《电子技术应用》  www.ChinaAET.com



!

"!!"## $!$%# &#’#(!"$ %)$

这样在极坐标系 %# %" $中 !可以定义一个函数系 &"’%# %
" $ *由径向函数 ("## &和角向函数 +,-# )’" &组成 .

&"’%#%" &(*"%# &+,-% )’" & %/&
显然 !函数系 &"’%# +" &也满足正交归一化条件 .

0!

"!
!

"!&"’%# %" &&,-%# %" &#’#’"(!"’,- %1&

根据正交性理论 !当函数 . %# &满足狄里赫莱条件时 !
可以将其按以 / %# &为权函数的正交归一化多项式 2/"%# $ 3
展开成广义傅里叶级数 " 则 . %# +" $可展开为 #

. %# +" $(
0!

"("
"

0!

’(1!
"#"’ *"%# $+,-% )’" $ %4$

因此 !可得变形雅可比 %/(/*2()$5傅里叶矩 .

#"’( !
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其中 * . ## +" &为图像函数 ! # 的取值范围为 7"*!8 #表示目标
图像在极坐标系的尺度大小 &" 实质上 * 变形雅可比矩指
的是以目标图像的质心为坐标原点的中心矩 "
在笛卡尔坐标系下 . #3 *4 & 是归一化图像 !50 为积分

区域 ! 这样得到了在笛卡尔坐标系下计算 9:;<$= 的通
用公式 .

$"’( !
0! 50

#. #3 *4 &!"## &+,-#1)’" &#’#’" #>&

其中 !#( 30?40$ "(@ABC@D% 43 &?,! * "%"E0!

50(2%3 *4 & F5 !
0$
%3% !

0$
*5 !

0$
%4% !

0$
3

!"# 三次样条特征空间轨迹
定义 #设 76 *7 8上有插值节点 !6!3!"30"%"3""7!对应

函数值为 4!*40*& +4"’ 若函数 8 %3 $满足 8 %3)$!4)% )!!*0*& *
" $!8 %3 $在 73)*3) ?!8 % )!!*0*& *"5!$上都是不高于三次的多
项式 " 当 8 %3 $在 76 *7 8具有二阶连续导数 *则称 8 %3 $为三
次样条插值函数 "要求 8 %3 $只需在每个子区间73)*3)?!8上确
定一个三次多项式 !设为 #

8 %3)$!6)3)#7)30#9)3!#:)* % )!!*0*& *"5!$ %G$
其中 ;)(7)(9)(:) 待定 !并要使它满足 #

< %3)$!4) *< %3)5"$(< %3)#"$ % )(0*& *"5!$ %!"$
<$ %3)5"$(<$ %3)#"$* <H %3)5"&(<H %3)#"& %)(0* & *"5!&

%!!&
式 %!"&( %!!&共给出 "#) %"50&!/"54 个条件 ! 需要待定
/ %"5!&个系数 !因此要唯一确定三次插值函数 !还要附
加两个边界条件 " 通常由实际问题对三次样条插值在端
点的状态要求给出 " 常用边界的条件有以下 ) 类 "
第 ! 类边界条件 # 给定端点处的一阶导数值 !<$%3!&

!4!$!<$ %3"&!4"$"
第 0 类边界条件 #给定端点处的二阶导数值 !<H %3!&

!4!H!<H%3"&!4"H" 特殊情况 4!H!4"H!"!称为自然边界条件 "

第 ) 类边界条件是周期性条件 !如果 4! . %3 &是以 7=
6 为周期的函数 !于是 8 %3 & 在端点处满足条件 I$%3!#"&
!8 $ %3"5"&!8H%3"#"&!8H%3"5"&"
# 曲线拟合实验研究
#"! 算法实施步骤

%! &将数据库中 !1 张不同焦面的闹羊花图像进行小
波变换边缘检测 !得到边缘图像 !并作为样本图像 !以便
下一步特征提取 *然后从样本图像中选取 > 张图像作为
训练图像 J

%0 &计算样本图像的变形雅可比 %/(/*2()& 5傅里叶
矩 >(0!?("!!!0!& *? 时的值 !图 ! 所示为用三次样
条插值曲线插值变形雅可比 %/(/*2()& 5傅里叶矩 ?(
!*)*/!4 时的训练序列点 "
图 ! 中实线为数据库中所有图像的同一个变形雅

可比 %/(/*2()&5傅里叶矩 *虚线为训练序列变形雅可比
%/(/*2()&5傅里叶矩 @(0!?(!*)*/*4 的三次样条插值
曲线 "
#"# 结果分析
由图 ! 可知 !三次样条插值曲线光滑地经过训练序

列点 !并且极其成功地拟合了变形雅可比 %/(/*2()&5傅
里叶矩在 @(0!?(!*/*4 的训练序列点 "@() 时 !三次样
条插值曲线对训练序列点拟合得非常差 !说明该阶矩所
包含的图像信息量非常少 " 在 @(4 时 * 两条曲线最相
似 !说明该阶矩包含图像的信息最多 "
本文利用变形雅可比 %/(/*2()&5傅里叶矩描述多焦

面图像 !该矩具有平移 (旋转 (灰度 (尺度等多种畸变不
变性和噪声不敏感 !被广泛用于图像的特征提取 " 采用
三次样条拟合特征空间轨迹 * 保证了插值函数光滑性 !
并且通过限定每个三次多项式的一阶和二阶导数 !使其
在断点处相等 !成功地逼近每对断点间的曲线 " 该方法
可以有效地识别出含有图像信息最丰富的矩值 "
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