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摘 要 ! 在分数阶微分 ’!()*+,-./0(1234 定义的基础上 ! 设计了一种中心对称分数阶差分滤波
器 " 同时考察了其对一维信号的滤波特性! 进而给出了一种具有两个参数的用于图像边缘检测的滤
波算子 !并通过实验归纳了该滤波算子两个参数的作用 " 实验表明 !在处理不含噪图像时 !该方法能
很好地提取图像边缘信息 !其效果不亚于经典的边缘提取方法 #对于含噪图像 !由于具有两个可调的
参数!此滤波器更为灵活!能够获得比其他一些经典方法更优的效果"
关键词 ! 分数阶微分#中心对称 #边缘检测# 频幅特性
中图分类号 ! 56789:;9 文献标识码 ! < 文章编号 ! 9%=;-==>$?>$99@$8-$$;%-$;
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分数阶微分理论 ?或称非整数阶微分 &!从建立至今
已经有 7$$ 多年的历史 # 近几十年来 !分数阶微积分在
不同的自然科学领域 ?如机械 $电子 $化学 $生物 $经济 $
控制理论以及自动化等学科 Z 9 ->[领域 &开始发挥其重要
的作用 ! 分形图像压缩等课题也开始引进分数阶理论 #
近几年 !国内一些学者尝试将该理论引入图像处理领
域 Z 7-"[#
在图像处理领域 !边缘检测通常利用整数阶微分算

子 ! 常见的有 % 基于一阶微分算子的 \3U/+ 算子 $6K/)100
算子和基于二阶微分算子的 .*T+*L1*( 算子 #分数阶微分
算子可以看作是整数阶的推广 !有学者对基于分数阶微
分的图像边缘提取做了一定研究 Z ; -"[!但都是基于工程
上最广泛应用的 ’!()*+,-./0(1234 分数阶微分的原始定
义 !并未做较大变动 !而且该定义下的分数阶微分对非
零常信号的响应并不为零 !这对信号突变部分检测会造
成不利影响 # 本文在之前一些学者的研究基础上 !设计

了一种新的用于提取图像边缘的滤波器 !并通过实验总
结了该滤波器两个参数的作用 !证明了该方法在图像边
缘信号提取方面的优越性 #

. 一维中心对称分数阶微分滤波器

./. 结构
由分数阶微分的 ’-. 定义式 Z %[可知 !连续信号在某

点的分数阶微分是整数阶向后差分的推广 !本质上是单
方向的差分和 #同时 !由于各项的系数之和不为零 !导致
了非零常信号的分数阶微分不为零 !这对检测边缘等突
变信号会产生不利影响 # 因为对于图像边缘检测来说 !
所要求的滤波器应在灰度突变部分有极大响应 !其他平
稳部分有极小或者无响应 #如果要满足平稳信号的分数
阶微分为零这个条件 !必须构造一个对称算子 !使得各
项的系数和为零 # 从这一思想出发 !本文设计了一种新
的能够满足要求的分数阶微分算子 #
假设函数 !?"&为一维光滑信号!其一阶中心差分公式为%

图形!图像与多媒体 01&2) 3%,’)##452 &5- 678$41)-4& 9)’:5,8,2*
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其中 !$ 为步长 !下同 "" " 为自变量 # 因而 ! ! ! " "的一阶
导可记为 $
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相比向前或向后差分公式的精度 (!$ "!中心差分的
精度得到了提高 # 将上式舍去高阶项 !得 $
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根据参考文献 )*+中的思想 !随着 " 的增加和减少分
别可得两种微分表达式 $
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从而 !可得中心对称的分数阶微分算子 $
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其中 !" 为阶次 !"&+$"&"* ! " "表示信号 * ! " "的 " 阶微

分 !下同 "" ! "’ "# " !"(’"% !"(’)’"
’

!下同 "#

在对信号求近似分数阶微分时可进行线性插值!令$
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根据上式 !可直接得出一元信号 ! * ! " " ! "&),!- + "的中
心对称分数阶差分表达式为 $
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设一维图像边缘模拟信号 !可看成图像灰度变化剖
面图 "的数学表达式为 $
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该信号的图形及其中心对称分数阶差分结果如图 ’
所示 #

由图 ’ 可知 !中心对称分数阶差分算子对信号作用
后 !在信号的平稳段响应几乎为零 !在 )-!%--+段信号发
生变化的区间内有显著响应 !同时在拐点处响应达到最
大 #
!"# 频幅特性
为考察中心对称分数阶微分的滤波原理 !本设计通

过变换域的方法考察其对信号的作用 # 信号的中心对称
分数阶微分的 01234564 变换为 $
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式中 !. !# "为信号 * ! " "的 01234564 变换 ". )&"* ! " ""# +为
分数阶微分 &"* ! " "的 01234564 变换 "# 为归一化频率 " / 为
复数的虚部单位 ! /%#&’!下同 "#
所以 !对于离散有限长信号 !其频率滤波函数为 $
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根据式 !%"画出不同阶次分数阶微分的频幅特性曲
线如图 % 所示 # 从图 % 可知 !中心对称分数阶微分滤波
器本质上是一个带通滤波器 #阶次在 -9’ 之间的滤波器
具有抑低通高的作用 !而随着阶次的提高 !曲线的极值

图形!图像与多媒体 $%&’( )*+,(--./’ &/0 1234.%(0.& 5(,6/+3+’7
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图 ’ 一维图像边缘模拟信号及中心对称分数阶微分曲线

!@"一维图像边缘模拟信号

自变量 "
!A"阶次在 -9% 的中心对称分数阶微分曲线
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点向低频处偏移 !对高频部分的抑制作用增强 !具有通
低频的功能 " 但是 !从空间响应来看 !图 "!#$$!与平稳信
号的零响应相比 ! 其对信号的突变部分仍然有极大响
应 "因此 !对于近似抛物线型的变化的信号 !中心对称分
数阶微分算子仍可以有效地检测到其边缘部分 " 同时 !
由于高阶次的中心对称分数阶微分算子具有阻高频的

作用 !而噪声属于高频成分 !因而从理论上分析可知 !适
当阶次的微分算子对噪声有一定的抑制作用 "

! 数字图像中心对称分数阶差分滤波器的构造
在第 " 节中 !主要分析了中心对称分数阶微分算子

对一维信号的空间响应和幅频特性 ! 并得到了一些结
论 " 本节将其拓展到二维空间并应用于图像边缘检测 "
对于一幅大小为 !!" 二维图像 # %$!% &!每个点处的分数
阶微分可看作是分别沿 $ 和 % 方向上的分数阶偏微分!
而且不可能取到精确值 ! 所以应用如下分数阶差分来逼
近 #
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由于图像尺寸的限制 !点 !$!%&处的差分尺寸 (*."
最大为图像本身的尺度 /01 2!!"3!且由于像素是离散
值 !因此最小间隔 & 为 "" 所以式 %-$可变为 #
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根据此定义 !构造垂直 $水平 $左对角线 $右对角线
4 个方向的差分模板 !如图 - 所示 "

图 中 !+" +,"!+( + " %"’"$
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掩模 " 和掩模 ( 是计算 $ 轴方向和 % 轴方向上的像
素的中心对称分数阶差分值 " 为了增强图像的抗旋转

性 !添加了掩模 - 和掩模 4" 灰度图像的中心对称分数
阶差分滤波的运算步骤如下 #

%" $分别将 4 个掩模的中心点位置 %掩模尺寸为 (*.
"$对应到图像上的待滤波的像素点 %$!% $处 "

%($ 将掩模上的系数值分别与对应点处的图像像素
灰度值相乘 !相加得到的结果即为中心点像素的响应 "

%- $4 个掩模都对待处理的像素点进行步骤 %($作用
后 !可得到 4 个响应值 !取其绝对值最大的作为待滤波
像素点的最终响应值 "

%4 $为显示滤波后的图像 !对图像的所有像素点都进
行 %"$5%-$步处理 !然后进行灰度拉伸 !使得像素值在 65
(77 之间 "
在逐一进行像素平移时 !为了不使掩模的行或列超

出待处理的数字图像平面 !必须使掩模的中心点距图像
边缘像素的距离不小于 *" 在处理彩色图像时 !可先转
成灰度图像后再处理 " 这样构造的滤波器具有阶次 !" &
和尺寸 !(*."&两个可调参数 "
" 实验仿真及结果分析
实验一 # 本实验中滤波器两个参数分别为 "+689!

*+(!从实验结果可知 !本文提出方法能够很好地提取
图像边缘信息 !包括细小的边缘都能检测到 " 对灰度图
像和彩色图像的边缘检测效果如图 4 所示 "

实验二 #考察在处理不含噪图像时滤波器两个参数
的作用 !以对棋盘格图像进行处理为例 !首先给出如图
7!:&所示的不同阶次滤波效果图 "
实验中采用的滤波尺寸 * 固定为 7" 由实验结果图
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图 ( 中心对称分数阶微分滤波器的幅频曲线
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%:&原始细胞图 %#&边缘检测图
图 4 对灰度图像和彩色图像的边缘检测效果

%@&原始彩色图像 %>&边缘检测图

图形!图像与多媒体 #$%&’ ()*+’,,-.& %./ 0123-$’/-% 4’+5.*2*&6
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掩模 - 掩模 4
图 - 4 个中心对称分数阶差分掩模
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! "#$可知 !阶次越大 !边缘轮廓线越粗 !且变得模糊 !这
说明较低阶次的中心对称微分滤波器对边缘这样的高

频信息的响应更为明显 " 根据多次实验可得 #在处理不
含噪图像时 !比较合适的阶次应取在 %&!’%&( 之间 " 掩
模尺寸越大 ! 则整幅图像四周未处理的像素就越多 !但
是随掩模尺寸变大 ! 滤波后图像中边缘粗细变化不明
显 " 如图 !")*所示 "

实验三 #考察对于含噪图像中心对称微分滤波器的
两个参数的作用 " 首先固定尺寸 ! 为 +!对棋盘格图像
加入均值为 %$方差为 %&%! 的高斯噪声 "
从图 , 可以看出 !对于受到噪声污染比较严重的图

像 !随着阶次的增大 !滤波器对噪声的免疫力增强 !图像
内部图形的边缘更加清晰 "低阶次滤波后的图像边缘比
较细 !对噪声的响应也较大 !而高阶次的边缘越来越粗 !
同时对噪声的响应也较弱 " 由图可知 !-&. 阶次的滤波
效果最好 " 验证了随着阶次的提高 !中心对称分数阶微
分算子通低频阻高频的作用增强 "
图 + 显示了模板的尺寸在抗噪过程中的作用 " 取定

阶次为 -&.! 随着掩模尺寸变大 ! 对噪声的敏感度逐渐
降低 !即抗噪能力逐渐增强 "
经实验可知 !通过调整掩模的两个参数 "! *和 "/!0

.*!可以灵活地调整对含噪图像的处理效果 " 事实上 !边
缘提取和降噪是一对矛盾体 !因此 !采用中心对称分数
阶差分滤波算子时 ! 阶次的选择必须采用折中的办法 "

因为低阶次对边缘响应大 !同时对噪声的响应也大 " 而
高阶次对噪声响应较小 ! 但对边缘的检测也相对模糊 "
经过试验分析 !本设计选择阶次 ! 在 1&!’!&! 之间 " 掩
模尺寸过大时 ! 图像四周有过多的边缘像素无法处理 !
因此 !考虑到降噪和图像处理的全面性 !尺寸 ! 选择在
+’( 之间 "
实验四 #实验中选择的滤波算子包括参考文献 2-3中

构造的用于边缘提取的分数阶掩模 45#675 算子以及常
用的一些整数阶边缘检测算子 $ 基于最优理论的 8#669
算子 "为更清晰比较各个掩模算子对含噪信号边缘检测
的效果 !特别对滤波后的图像做二值化处理 " 各种滤波
算子在处理含噪图像时的效果如图 : 所示 "

由图 : 可知 !对含有较高噪声的图像 !相对于常用
的一阶和二阶边缘检测算子 !适当阶次和尺寸的中心对
称差分算子对含较高噪声图像的边缘的响应比较明显 !
边缘比较清晰 " 而经典的二阶微分 ;<= >;#?@#A5#6 <B
=#C775#6*算子处理过的图像已经难以看清边缘 !其他的
一阶算子处理后的边缘不连续 " 由分数阶思想构造的
45#675 算子处理过的图像虽然也能看出内部图形的大致
轮廓 ! 但是对噪声的响应比较大 " 8#669 算子虽然理论

>#*棋盘格及其不同阶次边缘检测结果>二值化后*

>)*棋盘格及其不同尺寸边缘检测结果>二值化后*
图 ! 处理不含噪图像时滤波器两个参数的作用

棋盘格 阶次 !D%&: 阶次 !D.&!

阶次 !D!&! 阶次 !D+&!阶次 !D1&!

棋盘格 !D. !D/

!D- !D!!D1

!D. !D/ !D1 !D-
图 + 阶次固定而尺寸不同的滤波器对图像的处理结果>二值化后*

图 , 受噪声污染严重的图像及其不同阶次滤波器滤波结果

含噪图像 %&, 阶 .&, 阶

1&! 阶 -&. 阶/&, 阶

图 : 不同滤波算子对含噪声图像的滤波结果

含噪图像 本文提出的滤波方法 8#669 算子 E5#675 算子

;<= 算子 FG)H@ 算子 IJHK5EE 算子 LG)HJE7 算子

图形!图像与多媒体 !"#$% &’()%**+,$ -,. /012+"%.+- 3%)4,(1($5
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上是将抗噪和边缘提取进行最优结合的一种方法 !但是

从实验结果来看 !与本文提出的方法还有较大的差距 "

本文提出的针对图像边缘提取的中心对称分数阶

微分滤波模板在处理图像时 !比传统整数阶微分滤波器

具有更优越的性能 !这种有两个可调参数的基于分数阶

思想的滤波器有较高的抗噪性和鲁棒性 !更适合于图像

处理 "本文对二维中心对称分数阶差分滤波器的两个参

数的作用作了初步的讨论 !但如何自适应地选择更合适

的参数还需进一步研究 " 同时 !将分数阶的思想引入信

号处理领域也是一个值得继续研究的方向 "
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