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跟踪问题的主要目标是抑制外部扰动对系统性能

的影响并使系统输出无静差跟踪外部参考输入 ! 目前 "
对于线性系统的跟踪问题研究比较成熟 "许多学者致力
于研究非线性系统的跟踪问题 ! "#$%! 而双线性系统是一
类比较特殊的非线性系统 "其数学模型的非线性部分通
常为系统的状态和输入的二次型函数或者双线性函数
! &%! 对于这种非线性系统 "有学者将非线性过程进行精
确反馈线性化 ! ’#(%"然后再对系统进行线性求解 ! 但线性
化的过程往往比较复杂 "且运算过程需要消耗大量的时
间 " 并且得到的线性系统与原来非线性相比误差较大 "
鲁棒性也没有预期的好 "反而造成系统新的不稳定性 !
对于最优跟踪问题 "主要采用数值方法 "例如 #幂级

数近似法 ! )%$*+,-./01 逐次逼近法 ! 2%$利用逐次求解一个
基于状态的 3044+50 方程来求得最优解的迭代算法 ! 6#7%和

3044+50 方程近似序列的方法 ! "8%! 但这些方法需要进行矩
阵微分方程求解 "导致计算量大大增加 !

本文利用一种迭代求解的逐次逼近法 "致力解决带

有时滞项的双线性系统最优跟踪问题 !依据最优跟踪控

制求解规律将系统转化成两点边值问题 "同时不需要通

过求解 3044+50 方程或 9+:0,5;1#<+4;=0#>-,,:+1 方程 !)#7%得

出控制律 " 而是将两点边值问题转化为无穷的序列 "通

过截取近似的控制序列求出次优控制律 "并针对控制律

的物理不可实现性这一问题 "设计了降维观测器进行解

决 ! 通过仿真结果 "可以看出此方法的有效性 !

! 最优跟踪问题
已知带有时滞项的双线性系统如下 #
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式 ?" B中 "!!(
"
为状态向量 "$!(

#
为控制向量 "&!(

$

为输出向量 ! "$" " $’ 和 ) 分别为相应维数的系数矩
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摘 要! 研究带有时滞项的双线性系统的最优跟踪控制 #依据求解规律转化成两点边值问题$通
过采用迭代逐次逼近法# 能够得到收敛与原系统最优控制律的序列 $ 由于控制律含有外系统变量导
致控制律物理不可实现# 则采用状态重构解决这一问题 $ 仿真结果表明该方法对解决这类问题有较
好的鲁棒性及快速性$
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且关于变量 ! 满足 *+,-./+01 条件 % 定义无限时域的二次
性能指标为 &
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!且都是正定矩阵 %

设系统式 "&’的输出 * 跟踪参考输入的期望轨线 *& !
并由如下稳定的外系统确定 &
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*
!, 和 - 为相应维数的常量矩阵 % 假设

".!/ ’为完全能控 ! ".!0 ’为完全能观测 !即 ",!- ’为完
全能观测 % 则输出误差为 &

& " ! ’%*& " ! ’:* " ! ’ ";’
根据系统最优跟踪控制的求解规律 !系统式 "&’依据

二次性能指标式 "8’!得出了最优跟踪控制中的两点边值
问题 !如下 &
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此时系统的最优跟踪控制律为 &

$
>
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通过对式 7< ’进行分析 !发现式中既含有时滞项又含
有超前项 !并且存在双线性项 !这时 !7 ! ’和 !7 ! ’相互耦
合 !对于这类问题采用求解迭代的向量微分方程来解决

这个问题 %

! 最优跟踪控制器的设计
引入式 7;’来构造带有两点边值问题的族 &
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同时令 ! 3 7 ! ’23!!3 7 ! ’23!根据迭代法 !可以解出

系统式 7@’的控制律序列 % 即 !$
>

+ 7 ! ’ $为 &
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其中伴随向量序列 5 + 7 ! ’可以通过如下方程确定 &
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对于最优跟踪控制律序列 !$
>

+ 7 ! ’ $当中的序列 ! + 7 ! ’!
可以通过如下序列方程得出 &
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对于未知矩阵 4& (4)分别为下列矩阵方程的解 &
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定理 " 系统式 7@’的最优控制律序列 !$
>

+ 7 ! ’ $!一致收
敛于系统式7&’在性能指标式78’约束下的最优跟踪控制律 %
则系统式 7& ’的最优跟踪控制律为 &
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证明 设 &
!7 ! ’%4& ! 7 ! ’24) + 7 ! ’25 7 ! ’ 7&=’

其中 5 7 ! ’$(
"
为待求的伴随向量 !4 & (4 ) 为未知常量矩
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阵 !对式 #$%&两边分别求导可得出 "

!! ’ ! ()"* #! ’ ! &+"! !! ’ ! (,$! ’ ! & ’*-&
把系统式 ’* &和稳定的外系统式 ’.&代入到式 ’*-&!与

式 ’/&相结合 !得到伴随向量的导数的形式 "
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从而也得出最优控制律 "
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在式#!*(最优控制律当中!含有两个常量矩阵 %* #%! !

这两个矩阵量可以通过式 #*:(得到 $ 这时将式 ’*6(和式
’!8(构造成序列式 ’*!(和式 ’*;(!通过迭代逐次逼近法分

别解出序列式 ’*!(和式 ’*;(!进一步解出最优控制律 0
9
’ ! (

的序列 !即式 ’**($
对于第 " 次优化问题 !最优状态轨线和最优跟踪控

制律分别为 ’ " ’ ! (和 0 " ’ ! ($ 令 4’ " ’ ! ( 5和 41 " ’ ! ( 5为 <=>?@A
序列 !由参考文献 1**3中的引理 ! 可知 ! 41 " ’ ! & 5和 4’ " ’ ! & 5
一致收敛于式 ’*6&和式 ’!8&的解 !即 "

BCD
"’!

1 " ’ ! &)1 ’ ! &! BCD"’!
’ " ’ ! &)’ ’ ! & ’!!&

由于控制序列 40
E

" ’ ! & 5仅与 4’ " ’ ! & 5和 41 " ’ ! & 5相关 ! 即

得到最优控制律为式 ’**&!证明完毕 $
注 ! 在实际系统最优控制律的设计中 !1! ’ ! &不可

能求出 $ 通常 !求解序列式 ’*;&的前 # 个解来近似其精
确解 !这样便得到系统式 ’*&的第 # 阶次优控制律 "
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对于式 ’!;&中 ’ ’ ! &是精确解 !相比式 ’**&的序列解要
精确的多 !效果更好 $ 同时 !对于具体系统 # 的选取可
以根据一定的误差标准确定$下面给出这种求解的算法 "

’*&由式 ’.&求出期望输出 2( ’ ! &%并依据式 ’*:&求出 %*

和 %! %给定 #F8%且令 $8 )!!")*!18 ’ ! &)8$

’!&由式 ’*!&求出 1" ’ ! &&式 ’*;&求出 #" ’ ! &!并代到式
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将第 # 次的 1# 带入到式 ’!;&中 !即可得到系统的次优

控制律 $

" 降维观测器的设计
由于控制律含有外系统变量 !从而控制律物理不可

实现$ 为了解决这个问题!需要对外系统的状态进行重构 $
因为 %&’"()%!并且 ’6!7 &完全可观测 !从而存在一

个常量矩阵 8"/
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通过变换 !其分状态 !! *为外系统的输出 2( ’ ! &$ 因此 !要

重构 !!状态中的分状态 !! ! !构造降维观测器 $
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式 ’!-&中的 ; 为观测器的 ’*7 % &维状态向量 ! !! !
"
为 !! ! 的观

测值 !<+为观测器矩阵 $ 从而可以通过选取<+来任意配置

6" 的全部特征值 !并保证 !! !
"

’ ! &能够按规定的指数衰减率

趋近于 !! ! ’ ! &$ 外系统的状态观测器输出可以表示为 "
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从而得到基于观测器的动态跟踪控制律 "
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注 # 由于控制式 ’;8&含有参考输入观测器 !且观测

器的系数矩阵6" 是按极点要求选取的 !所以这个控制律
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表 # 当 !%!#&#’#(#)#*+ 时的性能指标的值

不是最优或次优控制律 ! 如果选择适当系数矩阵!! !可
以使控制律式 .&-/的控制效果接近次优控制律 "

! 仿真
考虑由式 .% 0描述的系统 !其中
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根据参考输入有外系统式 ."0描述 !各参数应为 #

!1
- 2%
-+! 2-+! "$

!(132%$- 2!--4!)- 1
-+!
2! "%

.&&0

系统的性能指标参数应为 #
*1-+-%!+1!- .&"0
选取控制精度 !1-+-!!表 % 给出了迭代次数分别为

!1!!&!"!)!,!%- 系统的性能指标 ! 得知 5 ."%- 2", 0 6", 57

!!当 !1%- 满足精度要求 !从而 ,%-可作为系统的近似最

优输出跟踪控制律 " 图 %$图 ! 给出了当 !1!!"!)!* 时
的系统输出误差 - 8 # 0和控制变量 , . # 0的仿真曲线 !可以
看出随着 ! 的取值越大 !得出的最优输出跟踪控制律越
理想!误差也越来越小" 图 & 给出了系统输出的仿真曲线"

本文对这一类带有时滞项的双线性系统进行研究 !
讨论了在无限时间二次型性能指标下的最优输出跟踪

控制问题 !利用了一种迭代逐次逼近法来解决出现的非
线性两点边值问题 "并引入了参考输入观测器来解决控
制律的物理不可实现性 "这种方法计算量小 $容易实现 "
通过仿真结果可以看出这种方法的可行性 "
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