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Fourier 变换 FT渊Fourier Transform冤主要用于处理频率

不随时间变化的平稳信号, 在时频面时间轴与频率轴相互

垂直袁即 Fourier 变换是从时间域旋转 仔/2 到频率域遥 但是

Fourier 变换通常无法表述信号的时频域性质袁 不能表示某

种频率分量发生在哪个时间袁 而这种性质恰恰是非平稳信

号关键的性质袁对非平稳信号十分重要遥 分数阶 Fourier 变
换 FrFT (Fractional Fourier Transform)是 Fourier 变换的广义

形式,最早由 Namias 以数学形式提出,并很快在光学领域得

到广泛应用遥 它揭示了信号从时间域到频率域变化过程中

所呈现的特征袁即从时间域和频率域同时表示信号旋转 仔/2
的分数倍时的特征袁从而克服了传统 Fourier 变换不能反映

非平稳信号的统计量随时间变化的缺陷遥 作为一种新的时

频分析工具, FrFT 是一种线性变换袁 既与经典的 Fourier 变
换有着天然的联系, 又提供了 Fourier 变换所不具备的某些

特点袁而且它与小波变换尧Wigner-Ville 分布 (WVD)都有密

切的关系[1-5]遥 因此近年来 FrFT 受到了研究者的广泛关注袁
相应的离散变换算法也相继提出[6-8]遥 此外袁有关 FrFT 应用

的研究也越来越多袁 它是一种具有广泛应用前途的时频信

号分析工具遥 Chirp 信号即线性调频信号袁信号瞬时频率随

时间呈线性变化袁 在雷达信号探测和成像方面有着重要的

应用价值遥

1 分数阶 Fourier变换与计算
传统的 Fourier 变换 X(棕)就是将 x(t)在时频面逆时针旋

转 仔/2袁 即 x (t) 由时间轴 t 变到频率轴 棕 的表示形式袁而
FrFT 的定义将其推广到时频面上任意角度的旋转袁 可表示

为院
Xa(u)= 肄

原肄乙 x(t)Ka(t,u)dt (1)
其中袁变换核 Ka(t,u)定义为院

Ka(t,u)=
1-jcota2仔姨 ej((t+u)/2)cota-jutcsca 袁(a屹n仔)

啄(t-u) 袁(a=2n仔)
啄(t+u) 袁(a=(2n+1)仔)

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

(2)

式中 n 为整数遥
关于 FrFT 的基本性质与应用袁可参考文献[1]遥

2 离散分数阶 Fourier变换算法
在实际工程应用中袁使用更多的是离散 FrFT袁而如何在

离散时域和频域信号保持 FrFT 良好的信号分析特性是近

年来研究的重点遥 然而袁量化后的离散分数阶 Fourier 变换

同时也失去很多的重要性质袁不再具有叠加性质和可逆性遥
因此袁它的应用具有局限性遥 经过改进袁得到了与连续分数

阶 Fourier 变换得到相似的结果袁虽然它的工作状况与连续

离散分数阶 Fourier 变换的高速 FPGA 实现
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的很相似袁但是仍然不能满足叠加性袁另外袁输入信号必须

要满足一定的条件遥 本文使用参考文献[7]给出的离散计算

方法袁能够保持算法的可逆性和正交性遥在许多信号处理的

应用场合袁必须使用可编程器件来完成计算袁编写 VHDL 语

言袁 可完成基于 FPGA 的 DFrFT 硬件实现遥 分数阶 Fourier
变换的定义如下院

Fa(u)= 1-jcota2仔姨 e
j2 cota窑u2 肄

原肄乙 e-jcsca窑u窑te
j2窑cosa窑t2

f(t)dt 渊3冤
式中袁琢 表示旋转角袁滋 表示分数阶的自变量遥

对输入函数 f(t)和输出函数 Fa(u)量化袁分别在 t袁u 上取

一小段吟t袁吟u袁是到时域和分数阶域的离散表示为院
y(n)=f(n窑吟t),Ya(m)=Fa(m窑吟u) (4)

其中 n=-N,-N+1,噎,N曰m=-M,-M+1,噎,M 则渊3冤式可离散写

成院
Ya(m)= 1-j窑cota2仔姨 窑吟t窑

j2 cota窑m2窑吟t

伊
N

n=-N
移e-j窑cota窑m窑n吟u吟t窑e

j2 窑cota窑n2窑吟t2窑y(n) (5)
上式又可以表示为院

Ya(m)=
N

n=-N
移Fa(m,n)窑y(n) (6)

式(6)中
Fa(m,n)= 1-j窑cot a2仔姨 窑吟t窑e

j2 cot a窑m2窑吟u2

窑e-j窑cot a窑m窑n吟u吟t窑e
j2 窑cot a窑n2窑吟t2 (7)

为了使渊6冤式可逆袁当 M>N 时反变换得院
y(n)=

M

m=-M
移Fa

* (m,n)窑Y a (m) (M>N) (8)
代入渊6冤和渊7冤式得院
y(n)=

M

m=-M
移 N

k=-N
移Fa

* (m,n)窑Fa (m,k)窑y(k )

= 吟t22仔|sin a|

M

m=-M
移 N

k=-N
移e

j2 窑cot a窑(k2-n2 )吟t2窑ej窑csc a窑(n-k)吟u吟t窑y(k) (9)
要使渊9冤中的对 m 求和成为 啄(n-k)袁那么院

吟u窑吟t=s窑2仔窑sin a/(2M+1) (10)
其中|s |是最大值为 2M+1 的整数遥 所以渊7冤式变为院

Fa(m,n)= 1-j窑cot a2仔姨 窑吟t窑e
j2 cot a窑m2窑吟u2

窑e
-j s窑2仔窑n窑m2M+1 窑e

j2 cot a窑n2窑吟t2 (11)
所以

y(n)=
M

m=-M
移 N

k=-N
移Fa

* (m,n)窑Fa (m,k)窑y(k)
= 2M+12仔sgn(sin a)窑sin a窑吟t2窑y(n) 渊12冤

由上式可解得 吟t2 (2M+1)2仔窑sgn(sin a)窑sin a =1袁 即

吟t22仔 = sgn(sin a)窑sin a2M+1 渊13冤
代入渊11冤式得到

Fa(m,n)= sgn(sin a)窑(sin a-jcot a)2M+1姨 窑ej/2窑cot a窑m2窑吟u2

窑e
-j窑s窑2仔窑n窑m2M+1 窑ej/2窑cot a窑n2窑吟t2 渊14冤

令 S=sgn(sin琢)=依1袁则上式可以转化为

Fa(m,n)= |sgna|- jsgn(sin a)cos a2M+1姨 窑e
j2 窑cota窑m2窑吟u2

窑ej/2窑cot a窑n2窑吟t2 (15)
渊1冤若 sin a>0
则 ya(m)= sin a-jcos a2M+1姨 窑e

j2 窑cota窑m2窑吟t2伊
N

n=-N
移窑e

j窑2仔窑n窑m2M+1

窑e
j2 窑cota窑n2窑吟t2 窑y(n)

其中a沂2D仔+(0袁仔), D 为整数遥 (16)
渊2冤若 sin a<0
ya(m)= -sin a+jcos a2M+1姨 窑e

j2 窑cota窑m2窑吟t2伊
N

n=-N
移窑e

j窑2仔窑n窑m2M+1

窑e
j2 窑cota窑n2窑吟t2 窑y(n)

其中 a沂2D仔+(-仔,0)袁D 为整数 (17)
这里 M逸N,吟u吟t=2仔窑|sin a|/(2M+1)
如果 M=N袁a=仔/2袁则式渊10冤变成 DFT曰若 a=-仔/2袁则式

渊12冤变为 IDFT遥
3 离散分数阶 Fourier变换的计算方法与硬件实现[9-11]

离散分数阶 Fourier 变换渊DFrFT冤算法的形式如下院
ya(m)= sin a-jcos a2M+1姨 窑e

j2 窑cota窑m2窑吟t2伊
N

n=-N
移e

j窑2仔窑n窑m2M+1

窑e
j2 cota窑n2窑吟t2 窑y(n) (18)

这里可以把 sin a-jcos a2M+1姨 窑e
j2 窑cota窑m2窑吟t2

看作一个常数袁

而 e
j2 cota窑n2窑吟t2窑y(n)可以作为输入信号袁令为 x(n)袁则

N

n=-N
移e

j窑2仔窑n窑m2M+1

窑x(n)可以用 FFT 实现遥 为便于 FPGA 的并行处理以提高整

体运行速度袁 当可编程器件拥有足够资源的时候袁 在进行

FFT 的时候又可以将
N

n=-N
移e

j窑2仔窑n窑m2M+1 窑x(n)变换为

N

n=-N
移e

j窑2仔窑n窑m2M+1 窑x(n)
0

n=-N
移e

j窑2仔窑n窑m2M+1 窑x(n)-x(0)来实现曰同时袁在
实时性要求较高的场合袁 对 sina>0 和 sina<0 的两种情况可

以分别进行单独的逻辑综合和硬件实现袁 这样也便于进行

多分量并行处理遥硬件电路总体设计思路如图 1 所示遥存储

单元 RAM 的计算机仿真结果如图 2 所示遥 旋转因子乘法器

的计算机仿真结果渊(70+j50)ej仔/9冤袁如图 3 所示遥
FrFT 是 Fourier 变换的推广形式袁在非平稳信号的分析
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图 1 DFrFT 的硬件设计总体框图
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与参数检测等领域具有更普遍的特性和更广的应用场合,
尤其是在 Fourier 变换不能解决问题的场合, FrFT 更显其优

越性遥 本文研究了 FrFT 的硬件实现方式袁 采用高速 FPGA
作为硬件平台袁利用 VHDL 语言袁实现了在 FPGA 平台上的

FrFT遥 计算机仿真表明袁该算法具有速度快尧易于

实现并行算法尧效率高的特性袁在雷达尧声纳等实

时信号处理等领域有着广泛的应用价值遥
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此部分设计中袁 最为重要的就是数据处理袁 既要保证

处理数据方法的适当袁 又要保证处理后的数据可以准确反

应歼击机操纵系统的情况遥 在这里数据处理初步采用均值

滤波的方法袁 目的是滤掉信号中的高频分量和测量噪声遥
设 x(n)为输入信号袁y(n)为输出信号袁x(n)和 y(n)为因果

关系袁 对均值滤波有效性进行简单数学推导袁 由均值滤波

得到其关系如下院 y (n) = 1
N

N-1

m = 0
移x (n-m) (1)

等式两边进行 Z 变换袁 得下列式子

NY (z)=X(z)(1+z1+z2+噎+zN-1)=X(z)
N-1

m = 0
移z-m (2)

等式(2)两边同时乘 z-m,整理得到院
zN-1NY (z)=X(z)

N-1

m = 0
移zm=X(z) 1-zN-11-z (3)

由 (3) 得到系统传递函数H (z) =Y (z)
X (z) =1-zN-11-z 窑 1

N窑zN-1 (4)

零点为 z=ej
2仔
N k 袁 k=0,1,2,噎,N-1曰

极点为 z=0 N-1 阶零点袁 z=1
设 N=8袁 z=1 处的零极点相互抵消袁 这样零极点分布及其

幅频特性如图 4 所示 [5]遥

通过对系统函数幅频特性的观察袁 可以看出当 N=8 的

时候就表现出比较好的低通特性袁 当把 N 的值增加到 100
或者更多的时候袁 它的低通特性会表现得更加明显遥 用这

种算法具有运算速度快尧 算法简单等优点遥 在后期调试过

程中如果需要减轻 CPU 的工作负担袁 此部分的算法可以

采用硬件实现遥 从数字信号处理的角度来看袁 式 (1) 可

以看做阶的差分方程遥 N 阶的差分方程可以重写为院
y (n) =

M

i = 0
移bix (n-i) +

M

i = 1
移aiy (n-i) (5)

式 (5) 的流图转化成为 IIR 直接型的网络结构如图 5
所示遥

3 评估方法
将测量得到的曲线和标准的曲线进行对比袁 如果多次

测量得到的结果不符合标准曲线袁 则可以认为此操作系统

存在系统隐患遥 在以后的使用和实践过程中袁 可以通过进

一步研究用数学手段和检测方法把此系统升级到专家系统遥
歼击机操纵性能地面检测评估系统的应用袁 提高了产

品质量检测精度袁 缩短了检测时间和劳动强度袁 并减少了

人员参与量遥 通过对操纵杆/舵操纵力原位移的多次测量袁
得到了大量的有效数据袁 在后续工作中可以对歼击机操纵

系统的操纵性和品质因数进行更加系统科学的核算遥 此外袁
这些有效的数据经过长时间的测量可以有效地估算出歼击

机操纵系统磨损情况尧 使用寿命袁 也可以为新型歼击机的

研制提供大量数据参考袁 也会对未来数字化生产提供技术

储备和范例袁 同时更能促进该行业规范和标准的形成遥
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图 4 N=8 的均值滤波零极点分布及幅频特性

图 5 差分方程 5 的信号流图
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