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摘 要! 主要讨论树形网络的平均节点介数 # 刻画了树形网络中具有最大和最小平均节点介数
的网络$
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自从 /$ 世纪 ’$ 年代 V:M=>4??C TD3O6 提出社会网络
分析概念以来 #社会网络分析已经逐步成为一种重要的
社会定量研究方法 W )X& 近年来 #随着计算机技术和互联
网的飞速发展 #如何利用文本挖掘 ’机器学习等技术面
向互联网进行社会网络挖掘和分析成为了一个新的研

究课题 &随着数据挖掘技术的进步以及计算机处理能力
的提高 # 研究者们分析的社会网络的规模也急剧增大 &
这些分析和其他现实网络分析一样 #面临网络节点规模
巨大的挑战 &
现实生活中存在的大量复杂系统都可以通过不同

的网络加以描述 #网络科学已成为众多学科汇聚的交叉
点 &复杂网络是近几年科学研究发现的一种介于规则网
络和随机网络之间的一种更接近于真实网络的网络模

型 #钱学森给出了复杂网络的一个较严格的定义 %具有
自组织 ’自相似 ’吸引子 ’小世界 ’无标度 !无尺度 "中部
分或全部性质的网络称为复杂网络 W / X& 随着复杂网络规
模的不断扩大 #对于各个节点在整个图中所起作用的研
究变得迫切 #各个节点的作用可以用介数来表示 & 介数
既能刻画图中节点和边的重要性 # 揭示网络层次结构 #
又能用来构建基于点介数或边介数的聚类算法 #发现图

中特殊群体 #因此 #它一直是研究网络结构性质的一个
重要量化手段 & 首先对于介数的概念要有一定的了解 &
在复杂网络研究中 #研究者不仅要非常客观地关注系统
内个体之间的相互作用 #而且还要注视系统的整体相互
作用 #表达这种整体相互作用的概念是介数 & 介数是一
个全局的变量#反映节点或边的作用和影响力#可分为节点
介数 !YCDBC; TCBOCC66CII"和边介数 !ZM7C TCBOCC66CII"两
种 & 节点介数定义为在网络的所有最短路径中 #通过节
点的最短路径条数称之为节点 ! 的介数 W ’X$边的介数定
义为在网络的所有最短径经过边的介数 $网络平均节点
介数定义为网络中所有节点介数的平均值 $网络平均边
介数指网络中所有边介数的平均值 &节点的介数在一定
程度反映的是节点在网络中的核心作用 #节点的介数越
大 #表明节点的核心作用越强 #删除这样的节点会使大
量节点对之间的最短路径变长 #边的介数也有同样的性
质 &
本文主要讨论树形网络的平均节点介数 #其中节点

介数是经过该节点的所有路径 #网络平均节点介数是指
所有节点介数的平均值 &下面举一个具体的例子来分析
节点介数和边介数 & 图 ) 所示中各节点与边的介数可以
分别表示如下 &
表 ) 中的平均节点介数为 -S’,0#平均边介数为 ,S/0#

网络与通信 .)$+,%/ &0- 1,22304’&$4,0
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依据 !"#$%&’()提出的介数新的计算机方法和 *+%&,"-算法可
以更快地计算出介数 ! 更多的介绍见参考文献 ’./0)!

本文研究了树形网络中平均节点介数最大的图和

最小的图 "所有树的平均节点介数小于路的平均节点介
数和其大于星形图的节点平均介数 !
复杂网络树形图中的介数源于网络中对个体重要

性的评估 "一个节点介数表示所有节点对之间通过该节
点的最短路径条数 "因此它能够刻画节点在网络中的重
要程度 "任意节点 ! 的介数值定义为 ’ 1)#

"#$!%
$!%!!
" !$%$!%"!$%$!%2 !$%$!%

!$%
其中 "!$%为节点 $ 到 % 的最短路径数目 "!$%$!%为节点 $ 到
% 的最短路径中经过节点 ! 的最短路径数目 &
树形网络中节点介数就是通过该节点的路径数目 &

如有一个 & 个节点的树形网络 ’"节点用 ! 表示 "平均
节点介数可表示为 #

#$’%(
!
"#$!% 3&

! 树形网络中最大平均节点介数图
随着复杂网络规模的不断增加 "节点数目也在不断

地增加 "对于一些冗余的节点删除变得更加必要 "这就
需要对于节点的作用给出一个正确的评估 "需要了解哪
些图形具有最大的平均节点介数 "网络结构可以尽可能
地向这样的结构变化 & 本节主要介绍具有最大平均节点
介数的网络 &
引理 ! 如图 4 所示 "’5 是一棵树 "’5!是经过图 4

的变换得到的 "则等号成立当且仅当 ’5 是一条路 &
证明 有 ) 个节点的图 "如图 4 所示 "图 ’5 中节点 *

上有 + 个分支 "有 & 个节点的为分支 ,5"有 - 个节点的
为分支 ,4& 图 ’5 把分支 ,5 添加到分支 ,4 之后得到图
的 ’5!分支 ,56,4& 则节点 * 上变成了 ,/5 个分支 & 因
为分支节点介数与分支结构和总节点个数有关 "现在树
形图 ’5 和 ’5!的平均节点介数 #$’5%和 # $’5!%中 "图 ’5

和 ’5!中除了节点 *" 分支 ,5’,4 及分支 ,56,4 的节点

介数有变化 "其他分支对应节点介数都没有改变 ! 把其
他分支节点的介数之和用 . 表示 !
图 ’5 上节点介数分别表示如下 #

节点 / 的介数为
+/5

025
"

+

1(065
",0, 1" 这里的 ,0和 ,1 表示 +

个分支中第 0 和 1 分支的节点个数 ! 分支 ,5 及 ,4 各节
点介数如表 4’表 7 所示 !

平均节点介数为 #

#(’5%2(.2*2,56,4% 8&2(.6
+/5

025
"

+

13065
",0, 16

-

! 025
"(045%

()40%6
&

! 025
"(045%()40%% 8&

图 ’5!中节点介数分别表示如下 #

节点 / 的介数为
+/7

025
"

+/4

1(065
",0, 16

+/4

! 025
",0(-2&%&分支 ,56

,4 的介数如表 9 所示 &

平均节点介数可以表示为 #

#(’5!%2(.2/2,56,4%8&2(.6
+/7

025
"

+/4

1(065
" ,0,16

+/4

! 025
",1(-2

&%6
-2&

! 025
"(045%()40%% 8&

将变化前后的两个图的平均介数进行比较 "比较结
果为 #

#(’5!%/#(’5%2-&()4-4&/5% (5%
由式 (5%知 ")#-2&65"# (’5%$# (’5!%"等号成立

当且仅当 ’5 是一条路时 "故可得 #(’5%$#(’5!%"证毕 &
路是各个节点的度不大于 4 的连通的无圈图 "两端

的两个点的度为 5"中间的各个节点的度均为 4& & 个节
点的路中两端的两个节点为 5 度的叶子节点 "其介数为
:& 假如第 0 个节点的介数 " 0 的取值范围是 5;&"各个节
点的介数可以表示为 (&40%( 0/5%"其平均介数为 #
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图 5 节点介数与边介数关系图
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图 4 ’5与 ’5!的关系图
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表 # 各节点介数与边介数的关系

5
:

)

*

4
)A4

&/5
(&/4%()4&45%

&
(&/5%()4&%

5
:

*

*

4
)/4
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-
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表 ! 分支,5各节点介数

表 % 分支,4 各节点介数

5
:

*

*

4
)/4

-2&/5
(-2&/4%()4-4&45%

-2&
(-2&/5%()4-4&%

表 $ 分支,5&,4 的介数
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定理 ! 路是具有最大平均节点介数的树形图 #! 个

节点的平均介数为 $ !
%#$!&%
’

%

证明 用归纳法证明如下 %
!""当 !!( 时 #有 ( 个节点的图只有两种形式 #即路

和星形图 #路的平均节点介数为 "#星形图的平均节点
介数为 )*+,#路具有较大的平均节点介数 #成立 %

!%"假如对于 !$% 时 #路的平均节点介数最大 % 当
!&% 时 #对于有 % 个节点的树形图 #选择一个节点度最
大的点作为 -./ 节点 #由于各个分支只和它们自身结构
与节点总个数有关 # 各个分支的节点个数都是小于 %
的 % 由于 !’% 时 #路的平均节点介数最大成立 #因此可
以以 -./ 点为中心把各个分支都变化成路的形式 %整个
图就变成如图 $ 所示 #-./ 节点的介数没有改变 # 各个
分支的节点介数和变成了最大 #由引理 " 可知 #把一个
分支加到另一个分支上 #其总的平均介数就会变大#如此
一来#逐渐变成路的形式平均节点介数变成最大% 故可以
证明#当有 % 个节点时#路的平均节点介数最大 #成立 %

综上所述 #在树形图中 #路具有最大的平均节点介
数 #证毕 %

" 树形网络中具有最小平均节点介数的图
本节主要研究树形网络的结构中具有最小的平均

节点介数 % 对此可以知道哪些结构的网络中节点的相对
作用较小 #删除这样的节点的分支 #对于整个的网络影
响相对不大 %
引理 " 如图 ( 所示 #(% 所示是一棵树 #(%!是由 (%

把图 (所示的 "度点分支添加到节点 ) 得来的#则 *!(%""
*!(%!"#等式成立当且仅当 (% 是一个星形图 %

证明 假如对于图 ( 所示的 (% 中节点 ) 有 + 个分
支 #% 个节点的图 # 图中有一个 , 个 " 度点的分支 % 图

(%!把图 (% 中 , 个 " 度的点添加到节点 ) 上 #分支变成
了 " 度点 % 节点 ) 的分支个数变成了 +-, 个 % 图 (% 和

(%!中的平均节点介数用 *!(%"和 *!(%!"表示 % (% 和 (%!
中 , 个 " 度点的介数仍然为零 #没有改变 % 其中 #除了
节点 )&节点 ,&" 有变化 #其他 +#" 个分支对应节点介
数都没有改变 % 未改变的分支节点介数和用 . 表示 %
图 (% 改变的节点介数和为 $

*!(%"!.&
+#%

"!"
!

+#"

/&"&"
!0"0/&

+#"

"!"
!0"!,-""&!

,

% "&,!%1,#""

图 (%!的节点介数和为 $

*!(%!"!.&
+#%

"!"
!

+#"

/&"&"
!0"0/&

+#"

"!"
!0"!,-""&!

,-"

% "

用 *!(%"减去 *!(%!"等式可得 $

*!(%!"#*!(%"!.&
+#%

"!"
!

+#"

/&"&"
!0"0/&

+#"

"!"
!0"!,-""&%,-"#.#

+#"

"!"
!

+

/&"&"
!

0"0/#
+#"

"!"
!0"!,-""#%,&,!%#,#""!,!,-%#%" !$"

由式 !$"可知 #%",&% 时 #有 *!(%""*!(%!"成立 #
等号成立当且仅当是一个星形图时 % 其他情况都是 %2
,&%#故引理可证 #证毕 %
星形图是只有一个节点的度不为 "# 其他节点的度

都为 " 的图 % 星形图中 #度为 " 的节点的介数都是 )#在
星形图中 #称这个有最大度的节点为 -./ 节点 #也只有
这么一个节点的介数不是 )% 假如有 ! 个节点的星形
图 #其中有 !#" 个节点的介数为 )#-./ 节点的介数为 $

3
%

!#" % 故有 ! 个节点的星形图的平均节点介数为 $3
%

!#" 0!!

!$#$!%&%
%!

%

定理 " 星形图具有最小的节点平均节点介数 #! 个

节点的星形图的平均节点介数为 $ !
$#$!%&%
%!

%

证明 用归纳法证明如下 %
!""当 !!( 时 #有 ( 个节点的图只有两种形式 #即路

和星形图 # 路的节点平均介数为 "# 星形图的节点平均
介数为 )*+,#星形图有最小平均节点介数 #成立 %

!%"假设当 !’% 时 #星形图有最小的平均节点介数
成立 %当 !&% 时 #在树形图中 #选择一个度最大的点作为

-./ 节点 #各个分支上选择与 -./ 节点直接相连的点作
为分支的根节点 #各个分支的变化情况不影响 -./ 节点
的介数和其他分支上节点的介数 #-./ 节点的介数和分
支个数与分支的节点数有关 # 各分支的节点数不改变 #
只要分支不增加或者减少 # 则 -./ 节点的介数不变 #各
个分支上的节点不受其他分支变化的影响 % 因为当 !’%

图 $ !’% 时以 -./节点为中心#把各分支变化成路后的图

图 ( 树形网络中节点分析图

))
,&"

,#"

"

%

"

%

,#"

,&"
,
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时 !星形图有最小的节点平均介数 !则各个分支都变为
以分支根节点为中心的星形 !各个分支有最小平均节点
介数 !!"# 节点的介数不变 " 最终会有图 $ 所示的图形 !
这种图形与原图相比 !!"% 节点的介数没有改变 ! 各个
分支节点介数变成了最小 " 根据引理 & 可知 !把分支上
的所有 ’ 度点添加到 ("# 节点上 !其总的节点介数和减
少 !故逐渐把 ’ 度节点添加到 ("# 节点上 !其节点介数
和一直在减少 ! 直到 ("# 节点上连接的都是 ’ 度点 !总
的节点介数和无法再减少 " 可知星形图具有最小的总节
点介数和 !成立 "

综上所述 !星形图具有最小的平均节点介数 !证毕 "
本文主要讨论了在复杂网络中树形网络的平均节

点介数最大和最小的网络 !对于与之相关节点介数增加
和减少给出了两个引理 !节点介数是通过该节点的路径
数" 更多的介数应用和算法分析可以参考文献 )*+,)’’+"
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