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所谓命题逻辑的判定问题 ! 即是否存在这样的算
法 !对于任意命题逻辑的公式 !利用这个算法在有限步
内判定是否是永真 !是否是可满足的 !是否是矛盾的 ! "#"
命题逻辑的判定问题是一个已解决的问题 "利用真值表
法 !对于有 ! 个命题变元的公式 !在不超过 $! 步内得出

命题逻辑的判定问题 ! 指数级的复杂度很难让人们接
受 " 故命题逻辑的判定问题主要是考虑它的效率 !在有
限的范围内更快地解决这个问题 "

! 命题逻辑基础
命题逻辑是数理逻辑的一部分 " 在命题逻辑中 !把

简单命题作为基本单位 #从简单命题出发 !通过使用联
结词来构成复合命题 " 命题逻辑的特征在于 !在研究命
题的逻辑形式时 !只分析复合命题的逻辑形式 !把复合
命题分析到基本的命题成分即简单命题为止 !而不去考
虑简单命题自身的成分因素 "简单命题被看作是一个整
体 !它是真的或假的 "
!"! 命题逻辑语言!
命题逻辑语言!是命题逻辑使用的形式语言 ! 包含

% 类符号 $第一类为命题符 !如 &%’% ( 表示任何命题符
号 #第二类包括 ) 个联结符号 $"%! %" %# %$ !它们依

次表示非 %合取 %析取 %蕴涵和等值于 #第三类包括两个
标点符号 $& *’和 & +’!它们依次称为左括号和右括号 "
记 ,-./*! +和 0.(/ *! +为命题逻辑语言 !的原子公式

的集和公式的集 !下面用归纳定义法 ! 1#定义命题逻辑中

的公式 "
定义 ! *,-./*! + + !的一个表达式是 ,-./ *! +的元 !

当且仅当它是单独的一个命题符号 "
定义 # *0.(/*! + + ,%0.(/*! +!当且仅当它能由 (有

限次使用 )以下条件 *"+# *%+生成 $
*"+ *,-./*! +&0.(/*! +#
*1+如果 ,%0.(/*! +!则 *",+%0.(/*! +#
*%+如果 ,%2%0.(/*! +!则 *,’2+%0.(/*! +" 其中符

号 &’’表示 3 个联结符号! %"%# %$中的任意一个 "
!"# 常用的逻辑公式和定义
现将本文所需用到的基础逻辑公式和定义罗列如

下 ! %#$设 &%’% ( 为原子命题 !符号 &( ’的含义为逻辑等
值 "

*4+分配律 $ *&!’+ " (( *&" (+! *’" ( +
!!! *&"’+ ! (( *&! ( +" *’!( +

*1+德*摩根律 $" *&"’+("&!"’
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摘 要! 针对命题逻辑的可判定性中真值表法复杂度高的问题 !提出了一种基于命题逻辑联结符
号完备性和与或树规则的命题逻辑的可判定性算法 " 算法首先利用常见的等价公式和与或树规则对
命题逻辑的公式进行分解 !然后参照分解后的树形结构将公式转换成范式形式 !最后对照所得的判别
式对命题逻辑公式进行判定 " 理论证明这种算法相比于具有指数级复杂度的真值表法效率高得多"
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表 " !!"定义的真值表

!!! %!#$&$!!"!$
%’&双重否定律 !! %!!&$!
定义 ! 一个命题公式称为合取范式 "()*#$当且仅

当它具有形式 !
+"#+,#%#+!$ %!%"&

其中 +"$+,$ % $+! 都是由命题变元或其否定所构成的

析取式 & 例如 $ %!"$"- &# %!!"$&#!$ 是一个合取范
式 &
定义 " 一个命题公式称为析取范式 ".)*&$当且仅

当它具有形式 !
+""+,"%"+!$ %!%"&

其中 +"$+,$%$+! 都是由命题变元或其否定所构成的合

取式 & 例如 $!!" %!#$&" %!#!$#- &是一个析取范式 &
定义 # 文字 " / 01或者是原子命题 ! 或者是原子命题

的否定!!&
$ 命题逻辑联结符号的完备性
定义 % 称联结符号的集为完备的 / ,1$当且仅当任何

! %!%"&元的联结符号都能由其中的联结符号定义 &
定理 !2!$#$"3是联结符号的完备集 &
证明 !由完备性的定义知 $需用完备集 2! $#$" 3去

定义命题逻辑里所有的联结符号才能证明其完备性 &很
明显 $ 完备集能定义其自身的联结符号!’#’"& 下面
证明利用完备集来定义!’& $设 ! 和 $ 为原子命题 &
!! %!!$&$!!"$
&! %!&$&$ %!!$&# %$!!&$ %!!"$&# %!$"!&
利用真值表法 $很容易判定这两组逻辑等式是等值

的 & 表 " 给出了 (!)定义
的真值表 &

! 命题逻辑的判定算法
对于命题逻辑里任意

一个公式 +’*4-5 %" &$利
用命题逻辑 联结 符号 的

完备性以及所给出的逻辑等值公式 $判定算法可以通过
以下几个步骤把公式 + 转换为它的合取范式或析取范
式 +#!

%" &输入一个命题公式 +*
%, &若 + 为蕴涵形式 $如 +67!($则利用完备集对

命题公式进行蕴涵释放 $这个过程必须是递归的 $因为
7 或 ( 也可能是蕴涵 *得到一个与公式 + 等价的命题公
式 + #*

%’ &命题公式 + #利用德+摩根律和双重否定律将否
定符号 (!)移到各个命题变元之前 $得到与 + #等价的命
题公式 + $$显然 + $的组成部分都是文字 *

%0 &用分配律 ’结合律将命题公式化为合取范式或析
取范式形式的公式 +#$输出的 +#与 + 是逻辑等值的&
需要说明的是 $此判定算法满足 ’ 个特性 ! %"&对于

所有输入的命题公式 $该算法是可以终止的 $即算法具

有可终止性 * %, &对于每一个输入 $调用该算法所得的输
出是输入公式的一个等价公式 * %’&所有由该算法计算的
输出都是合取范式 %()*&或者析取范式 %.)*&形式 &
为了使以上算法过程更加清晰明了 ’准确性更高 $并

基于命题逻辑联结符号完备集 2! $# $" 3的特征 $引入
人工智能中状态空间搜索中常用的与或树的概念来对

公式进行深度分解 / 81& 这里需要注意联结符号的优先级
问题 $联结符号!’#’" ’!’&是按优先级从高到低排
列 & 用与或树对公式进行分解 $在其最底层的是命题变
元或其否定形式 $只需从底往上按照与 ’或规则组合命
题变元和其否定形式 $再经过简单的变换处理就能得到
公式的合取范式或析取范式 &
以公式 +69# %9!:&!: 为例
来说明与或树的分解过程 $如
图 " 所示 &
由底向上按与’或规则组合$

公式 + 6/!9" %9# !:&1": 经
变形得 +6!9"!:":&显然 $+
是一个永真式 &
假设公式 +’*4-5 %" &为永

真 $且 + %是它的某个合取范式 &
根据合取范式的定义 $ 它具有

+
#

"#+
#

,#%#+
#

! $ %!%"&$其中

+
#

# 是由文字所构成的析取式 &

公式 + 为永真 $当且仅当它的每一个因子为永真 $又 +
#

$

为永真当且仅当在其中必存在互补对 ,! 和!!#& 于是得
到关于永真性判定问题的判别式 !命题逻辑的公式为永
真 $当且仅当它的合取范式中的每一个因子至少含有一
个互补对 &
同理可以得到 $命题逻辑公式是矛盾的当且仅当它

的析取范式中的每一个因子至少含有一个互补对 &
由于算法只涉及到对公式进行等值代换 $其主要的

时间消耗是在命题公式的范式求解过程中 $故其复杂度
大致为与或树的深度 %& 假设在公式 + 中出现原子命题
的数目为 !$最理想的状态是利用与或树规则分解完后
形成一个满二叉树 $最后一层为 ! 个原子命题或者原子
命题的否定 $这样得到二叉树的层数为 - ;<!.="$算法的
复杂度下界大致为 - ;<!.="*最坏的情况为 $公式 + 中出
现的是 ! 个均不同的原子命题 $这样只能通过真值表法
去判定其为永真式或矛盾式 $其算法复杂度为 ,!&显然 $
相比于真值表法的指数级复杂度 $该算法的复杂度有所
降低 >提高了在判定过程中的效率 &
命题逻辑的判定问题是已解决的问题 $但是本文对

命题逻辑公式先进行等值替换构造互补对来进行判定

的算法思路 $对设计命题逻辑公式判定的推理机提供了

9
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图 " 与或树的分解过程
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理论基础 ! "#!同时对一阶谓词逻辑片段 "如二元一阶谓
词逻辑 $%&#的可判定性证明有启发意义 $
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