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肢体运动学的研究往往混略掉人们自身运动的特

性或者引起运动的真正原因 ! 参考文献 &!’综述了随着
计算机的发展 " 虚拟人技术不断改进 " 新兴的 "( 场景
图建模是计算机图形学处理三维世界发展的多层次数

据结构 "但由于机器人等运动学模型受外部约束以及内
部节点的限制 "很难实现一些舒服的姿势和动作 ! 参考
文献 &$ ’主要对虚拟人技术的运动算法实现进行了研究#参
考文献 &"’也对虚拟人技术运动算法做了研究 "并提出
反向动力学的思想 "但都未对反向动力学算法带来的问
题进行解决 !反向动力学是被开发来解决这些运动约束
的图形处理方法的分支 "以模型叶节点为起点来计算根
节点信息的方法 &%’!
简单地说 ")* +),-./0. *1,.234150 6算法就是首先确定

末端骨骼的位置信息 "根据末端骨骼的位置信息反向推
导出该骨骼继承链上 ! 级父亲骨骼的位置信息 ! 通过
这种方法指定角色的 $姿势 %"即首先把渲染的角色表示
成骨骼关节结构 " 所谓的姿势表示成由此构成的夹角 "
包括状态向量 ! 以及节点的方向向量和位置 & 对于 )*
算法 "基本公式是 ’

!7 " 89:# ; +9 ;
其中 "$ 通常是最末端骨骼位置信息 " 用此算法来计算

满足条件的 !&
参考文献 &<’ 阐述了 )* 算法在计算机动画中的应

用 "并重点研究了 = 个自由度骨骼的运动 >但对奇异点
病态方程的问题没有提出有效的解决方法 &
当前的计算机图形学中 " 所有角色动画简单地由正

向动力学算法计算已经不能满足动画逼真性的需求 "一
些游戏中正向动力学遇到很多问题 " 即使花大量时间也
是很难去消除或协调的 &?’& 针对时效的问题 >参考文献 &?’
对反向动力学算法应用在多处理器中进行了研究 "对速
降法也提供了一些支持 &近些年 "随着实时算法的发展 "
反向动力学越来越显得不可缺少 & 本文主要通过几何分
析法与微分求解法的融合 " 使 )* 反向动力学算法有效
摒弃 @@( 速降法带来的算法不收敛性 & @@( 速降法对
每个关节的限制会造成关节限制的制约束的合并 "尤其
是末端链仅仅产生移动 "使画面产生不自然的感觉 & 针
对这一问题 > 首先通过几何分析法来确定关节位置 "局
部采用微分求解法 "并且在微分求解过程中引入稀疏矩
阵来寻找并处理奇异点的问题 & 参考文献 &= ’( &A’提及的
渲染技术 "利用 BCDC 语言进行画面的模拟 &
! 几何分析法算法的研究
实现 )* 算法 >目前应用最多的是 @@( :@E5F15 @GG/#

H1,34. (.05.,46& 这是一个迭代算法 "通过多次迭代向目
标解逐步接近 "通常 <I9J 次就会得到很好的效果 "绝大

基于 !"反向动力学 #$算法的研究 %

李振龙# 彭亚雄
:贵州大学电子信息学院! 贵州 贵阳 <<JJ$<6

摘 要 " 反向动力学中 @@( 算法具有局限性 # 分析几何法应用于多自由度骨骼具有不可收敛性 #
而微分求解主要运用于小幅度的变化 > 因此利用雅可比矩阵使骨骼具有收敛性 >将分析几何法与微分
求解法融合#实验结果表明 #)* 反向动力学算法的改进很有意义 $
关键词 ! "( 图形学 % )* 反向动力学% 微分求解算法
中图分类号 ! KL"99 文献标识码 ! M 文章编号 ! 9?=%8==$J:$J9"6$%8JJ"%8J"

KN. /.0.3/5N O30.H G, 4N. "( 1,-./0. HE,32150 GP )* 3FQG/14N2

C1 RN.,FG,Q> L.,Q S3T1G,Q
+UF.54/G,150 3,H ),PG/2341G, @GFF.Q. > VW1XNGW Y,1-./014E > VW1E3,Q <<JJ$<> @N1,3 ;

#$%&’()& " KN. @@( 3FQG/14N2 GP 4N. 1,-./0. HE,32150 N30 140 1,N./.,4 F1214341G,0> 3,H 4N. Q.G2.4/E 3,3FE010 2.4NGH 10 ,G4
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*+, -.’/%" "( Q/3[N150_ )* 1,-./0. HE,32150 _ H1PP./.,413F 2.4NGH

‘ 基金项目 ’农村科技与应用动漫专题教材制播研究 : R!J"J?J ; _贵州省科
技厅农业攻关项目
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多数情况下骨骼的目标位置都会收敛到理想位置 !但通
常 &&’ 算法的每一步都需要启发式的构造 " 并且骨骼
之间的关节不能任意角度旋转 ! 另一个问题是 (当所有
骨骼在一条直线上时 "每一个骨骼都会认为自身不再需
要旋转 "&&’ 的迭代算法会失效 ! 相对于 &&’ 算法 "常
用到的几何分析法能够很快地得到骨骼的目标位置信

息 "可以一步算出目标位置 "有效地摒弃了 &&’ 算法迭
代的效率问题 ! 但是几何分析法也存在不足 "即对于结
构稍微比较复杂的框架骨骼 "会得到无数多的解 !
在 )* 反向动力学算法中 "对于一个 ! 级骨骼链 "其

! 级父亲骨骼信息 " 是相对于 !+, 级子骨骼信息 " 相
对运动 (相对于末端骨骼信息 "可简单表示为 #

-

# ".
-

, "
,

$ "
$

" "$
#+,

# " /$0
举一个二链臂实例 "这里运用骨骼链的特点 "利用

闭式解法可迅速得出 !$ 和 !,1

!,.234+! + $$564!$%78 $,7 $#9:5!$;&
$#564!#&7/ $’($)*:5!#;%! " /";

!#.9:5+, %#7&#+ $,#+ $##
#$,$#! " /%;

其中 " $ 为骨骼的长度 %
可以看出 "相对于 &&’ 算法 "第一步的几何分析法

能够快速算出初始角 ! (有效地摒弃了迭代的效率问题 !
! 微分求解算法的研究
通常研究求解路径问题 "首先会想到利用矩阵方程

组求出一个或多个解取优 ! 这里引入雅可比矩阵 "构成
一个关于 ! 的函数 ! 可以简单地把引入雅克比矩阵的算
法概括成一个循环过程的算法 ! 首先 "利用雅可比矩阵
解决小幅度变化问题线性化 " 将 ! 级父亲骨骼向目标
位置移动单位 !+"根据式 /<;和式 /= ;计算出雅可比矩阵
的逆矩阵 1

!!.!+!/!+ ; /<;
+,- /!7!! ; /=;
继续移动 !+"直到 + 到达目标位置 +>!
这个原理必然引来迭代问题 " 必须保证引入的 !%

是一个比较有效的迭代 ! 参考文献 ?<@提出了对于 !% 的
误差问题 "并采用了更复杂的启发性方法解决了上式在
动画运动在奇异点及其附近出现自由度丢失的问题 "利
用 " 衰减因子及状态空间速度来找到一个最优解 "使式
8A;的值最小 #

#8!! ;+!+#
$
7"$#!!#

$
8A;

根据参考文献 ?< @的思想 "构造一个更灵活的数学模
拟表达式 #

!!.!
7
!+( 8".!

7
! ;!/ 8B;

其中 "!
7
表示方阵的逆矩阵 " 矩阵 " 表示关节空间维数

的单位矩阵 "!/ 表示父骨骼相对目标位置运动的附加
偏移量 !然而 "并非所有的矩阵 ! 都是可逆的 "这是因为
骨骼的自由度小于到达目标位置所要求计算的自由度 "

导致矩阵 ! 不是正方形 ! 因此引入限制条件 1矩阵 ! 的
行大于列并且列等于矩阵的秩 1

!
7
.8!

C
! ;

+,
!

C
8D;

反之 "秩等于行并且小于列 1

!
7
.!

C
8!!

7
;
+,

8,-;
骨骼要处理的自由度远比达到目标位置的自由度

大 "这就造成 + 与 ! 的维数不相等 "并会造成雅可比矩
阵不可逆 "引入稀疏矩阵保证系统有意义 !

" 微分求解详细过程解析
该部分主要是对上述构造完成的公式的附加任务

的计算方法进行研究 "达到改变关节姿势角度以及在不
改变末端骨骼位置的前提下 "改变骨架的姿势 !

8, ;计算式 8,,;#

!!.!
7
!+ 8,,;

通过构造的稀疏矩阵来计算 ! 角度的增量 !
8$;计算式 8,$;#
!0.!0+,7!! 8,$;
8";计算出附加任务 !/! 根据已经构造出的式 8,"; (

将结果计算到 !0 中 !

!!.!
7
!+(8"+!

7
! ;!/ 8,";

对于步骤 8";中的附加任务 !/"以往的算法引入中
值角思想 "以此来确保可以获得一个较好的姿势的关节
角度 !"即 1

!/.+$8当前 !+中值角度 ! ; 8,%;
这里将改用小范围插值求解的方法 ! 在此过程中 "

公式构造为 1

!/.
#

1.,
$#18!1+!12; 8,<;

其中 (!1 表示当前角 "!12 表示中值角 ! 对于以往的算法来
讲 "中值角 !12 由 3 8! ;求出 "势必引入大量的计算 "由于
本文算法是几何分析法和微分求解法的结合 "小范围内
由微分求法来优化 " 故不必引入复杂的期望求解法 "这
里改为线性插值的解法 1

!12.8,+# ;!1 末7!1 初 8,=;
这里的 # 是斜率 !对于关节权重的 #1 取值为一确定

值矩阵的一列 "并且值% 8- (,;"确保 !/ 的收敛性 ! 然
而 "并非所有骨骼都可以旋转无限制角度 "以三链臂为
例 "!,% ?+D-"D-@"!$% ?-",,-@"!"% ?+$-"$-@! 对每个不
同位置的关节控制在可允许的范围内 "这样 (计算出的
位置幅度范围小 "得出值的过程较快 "并且同时确保了
骨架姿势的逼真性 !

# 实验结果
利用 &E 代码 &’6FG92DH- 和 IJKJ 渲染技术 "在 L65M3N

K2MO6: #-,- 环境下进行实验 " 部分代码如下 8包括位置
信息 &骨骼权重和法线位置等 0!

LKPQRCSRC CF345T:FU8

图形!图像与多媒体 $%&’( )*+,(--./’ &/0 1234.%(0.& 5(,6/+3+’7
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!!!几何分析微分 融合算法后

求解融合 改进插值解法

关节限制 实际时间 & ’ ( )* + )++, +)+++ +$%
关闭 相对时间 & ’ $+ -"" $.$ !
关节限制 实际时间 / ’ + ),, + )++. +)+++ $"
打开 相对时间 & ’ ""%, ". 0

计算错误 +)+++ +++ + + )+++ +++ + +)+++ +++ +
个数 *1 "" +$*
相对错误 &2 03($ ( 4* +

表 ! 实验不同算法的比较

556 算法

平均

位置

789:;% <=>?;@9’<;<9= A @BCDEDBFG
789:;" <=>?;F9HI:8 A FBJKLMG
789:;# <=>?;ENO599HP AEQR5BBJ6+G
789:;% SN<TU;’ A EQR5BBJ60G
789:;% V9=N’ A EQR5BBJ6$
W

X
YCZB[E@[E B?; \ ]YCZB[E@[E^+_
789:;% >9’\I?8] <=>?;@9’<;<9= G M9‘:8 ^ _
>9’\I?8]>9’ Ga9=NK:;H<‘N’ b ] <=; ^V9=N’ 4O c ^dSN<TU;’ 4Oe
I?8]>9’ Ga9=NK:;H<‘N’b ] <=; ^V9=N’ 4fc ^dSN<TU;’ 4fe
I?8]>9’ G a9=NK:;H<‘N’ b ] <=; ^V9=N’ 4gc ^dSN<TU;’ 4 ge
I?8]>9’ Ga9=NK:;H<‘N’b ] <=; ^V9=N’ 4Sc ^dSN<TU;’ 4S_
B?; 4@9’ \ I?8]>9’ G h9H8PY<NS@H9iN‘;<9=^ _
B?; 4F9HI:8 \I?8] <=>?;F9HI:8 Gh9H8P^ _
B?; 4ENO‘99HP \ <=>?;ENO599HP_
B?; 4QfN6<H \ QfN@9’<;<9= j B?; 4@9’_
B?; 46<HN‘;<9= \ M<TU;@9’<;<9= jB?; 4@9’ _

HN;?H= B?; _
k
实验结果如图 0 所示 !

表 0 为算法改进前后的实验结果的对比 !
由表 0 可以看出 "本文算法具有很大的改进 ! 然而 "

这些数据不是每次实验都是这样的 "在实际操作中会有
许多其他客观因素加入 "但只要能够得出更好的实验结
果 "证明改进还是正确的 !由实验分析可知 "556 速降法
会得出更多错误位置 "这是由于计算角度位置的幅度范
围太大造成的 "而几何分析法和微分求解法完美地融合
就可以大幅度减小这些错误 ! 此外 "对中值期望角的改
进求法在摒弃了复杂计算过程的同时 "在小范围内的求

解计算并没有增加过多的错误位置信息 "还减少了计算
时间 "因此 "改进算法很有意义 !
在很多应用中 "Dl 算法只是算取骨架的部分骨骼 "

主骨架位置还是由正向动力学算法求出 ! 随着 "6 图像
学的不断进步以及实时算法的发展和改进 " Dl 反向动
力学会得到越来越广的方面应用 "也极大地推进了虚拟
场景的动画研究 !分析几何法可以快速地确定关节角度
的大致位置 "微分求解法可以小范围内确保关节角度的
最优 "二者的结合可以达到扬长避短的效果 "也使反向
动力学算法更优化 !
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] : ^ 556 算法结果

] V ^ 微分求解算法结果

图 0 实验结果
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