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+,-./01 算法 2 #3是一种求解最接近点对算法 ’即求解
凸包外指定点到一群点集组成的凸包的距离 ’广泛应用
于机器人领域 ( +,-./01 算法是一种迭代算法 ’属于梯度
下降算法 ’具有很好的全局收敛性 ’易被计算机实现 ’而
且适用几何的观点来分析 ( 但是 ’+,-./01 算法的缺点也
很明显 ’特别是接近最优解时收敛过慢 (
针对 +,-./01 算法的改进算法有 454 算法 2 !3)678

算法 2 *3以及 9:86+ ;2’3等人提出的改进算法 (454 算法
利用具有消极影响的训练样本点改进更新策略 ’在迭代
过程中 ’一旦发现迭代点的组合中具有消极影响的训练
样本点 ’就直接在迭代点的线性组合中删除或是降低该
点对目标函数的影响 ’ 并同时使得目标函数边缘下降 (
454 算法解决了 +,-./01 算法接近最优解时收敛过慢的
问题 ’ 但仍需要多次迭代完成计算 ( 678 算法结合了
+,-./01 算法和 454 算法的特点 ’ 选取三角形区域作为
迭代点的搜索范围 ’扩大了迭代点的搜索范围 ’实验结

果显示 ’它比 454 算法收敛更快 ’但 678 算法仍存在
计算量很大的不足 ( 参考文献 2’3的研究证明了最接近
点对问题的最优解一定出现在凸包顶点中两点组成的

边上或者几点确定的面上 ’根据此结论 ’最优解一定落
在凸包边界上 ( 9:86+ ; 等人据此提出了一种改进的
+,-./01 算法 <下文简称 9=>?’当算法迭代到一定次数时 ’
如果发现算法重复选取几个凸包顶点作为算法迭代选

取的顶点 ’就直接计算凸包外指定点到这几点组成的平
面或两点组成的线段的距离’它加快了 +,-./01 的收敛’但
需要人工设置迭代次数 ’迭代次数的选取是一个难点 (
针对上述算法计算量大的问题 ’ 本文分析了 +,-./01

收敛慢的原因 ’ 当新的迭代点越来越趋近于最优解时 ’
它一直在最优解附近徘徊 ’不能快速到达凸包边界 ( 本
文通过实验发现 ’在迭代的过程中 ’一旦迭代点出现在
凸包的边界上 ’+,-./01 算法会快速收敛 ( 据此 ’ 本文在
+,-./01 算法的基础上提出一种新的迭代策略 ’迭代过程
中将 +,-./01 算法原有的梯度方向上的候选点与凸包边
界上的候选点进行比对 ’选取离凸包外指定点更近的候

!"#$%&’算法研究及其改进!

汪卫兵!刘秉瀚
!福州大学 数学与计算机科学学院"福建 福州 *@&#&A#

摘 要! +,-./01 算法是求解最接近点对问题的一种算法 !广泛应用于碰撞检测 "数据分类 "运动规
划等领域 # 但是 !+,-./01 算法的最大缺点是在很多情况下 !当它接近最优解时 !收敛速度非常慢 $ 在
+,-./01 算法的基础上提出一个新的迭代策略!可以减少算法的迭代次数 !加快收敛速度 $ 实验结果证
明 !改进后的算法求解速度和收敛速度快$
关键词 ! +,-./01 算法%678 算法%碰撞检测%数据分类
中图分类号 ! B7*C#D’ 文献标识码 ! 8 文章编号 ! $)E’FEE!&<!&$*G#’F&&)@F&*

+,-./01 H-IJ0,1KL 0/M/H0NK HOP ,1M ,LQ0JR/L/O1

>HOI >/,.,OI’;,S T,OIKHO
"9J--/I/ JU 4H1K/LH1,NM HOP 9JLQS1/0 VN,/ON1’WSXKJS YO,R/0M,1Z’WSXKJS ##&&&’’9K,OH&

!"#$%&’$! +,-./01 H-IJ0,1KL ,M HO H-IJ0,1KL Q0J.-/L MJ-R,OI O/H0/M1 QJ,O1 Q0J.-/L[ ,1 ,M \,P/-Z SM/P ,O 1K/ U,/-P JU NJ--,M,JO
P/1/N1,JO [ PH1H N-HMM,U,NH1,JO[ HOP QH1K Q-HOO,OI D:J\/R/0 [ 1K/ LH]J0 P0H\.HN^ JU +,-./01 H-IJ0,1KL ,M 1KH1 ,O LHOZ NHM/M ,1M NJOR/0!
I/ON/ 0H1/ ,M R/0Z M-J\ HM ,1 HQQ0JHNK/M 1K/ JQ1,LH- MJ-S1,JODBK,M QHQ/0 Q0JQJM/M H O/\ ,1/0H1,JO M10H1/IZ .HM/P JO +,-./01 H-IJ!
0,1KL[MJ 1KH1 \/ NHO 0/PSN/ 1K/ OSL./0 JU ,1/0H1,JOM JU 1K/ H-IJ0,1KL 1J MQ//P SQ 1K/ NJOR/0I/ON/D BK/ /_Q/0,L/O1H- 0/MS-1M MKJ\
1KH1 1K/ ,LQ0JR/P H-IJ0,1KL MJ-R/M 1K/ Q0J.-/L R/0Z UHM1 HOP NJOR/0I/M ‘S,N^-ZD

()* +,%-#! +,-./01 H-IJ0,1KL$678 H-IJ0,1KL$NJ--,M,JO P/1/N1,JO $PH1H N-HMM,U,NH1,JO

技术与方法 .)’/0123) &0- 4)$/,-

)A

《电子技术应用》 www.ChinaAET.com

《电子技术应用》 www.ChinaAET.com



欢迎网上投稿 !!!"#$%$&’(%)$*+

图 ! 迭代点依次更新
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图 , -./0123 算法的收敛过程

选点作为新的迭代点 !这样的迭代机制一有机会即将迭
代点拉到凸包的边界上 !有效避免了在凸包内部最优解
附近不停徘徊迭代的情况发生 !减少迭代次数 !加快收
敛速度 " 实验结果表明 !本文改进后的算法与 4$# 算法
相比 !计算量小 !问题的求解速度更快 !与 (56 算法相
比 !不需要人工设置迭代次数 !更容易求出最优解 "

! "#$%&’( 算法
!)! 最接近点对问题

给定 " 维空间的两个点集 #78$%9
&!

% 7! 和 ’78(%9
&:

% 7% !)
和 * 表示两个凸包 #

+78,7
&%

%7%
!-%$%#

&%

%7%
!-%7%!-%";9 <+=

.78/7
&,

%7+
!-%(%#

&,

%7+
!-%7+!-%";9 <,=

最接近点对问题 $4$$ 问题 %的目标就是找到两个
凸包间的最接近点对 !即 #

>.?
,#+ ! /$.

@ @,A/ @ @ <&=

07+A. 表示凸包 + 和 . 的明可夫斯基差 ! 凸包 0
有 &+!&, 个顶点 ! 最接近点对问题转化为在凸包 0 上找
到离凸包外指定点 $为方便阐述 !凸包外指定点默认为
坐标轴原点 %最近的点 $B4$ 问题 %!即 #

>.?
1$0

@ @1 @ @ <C=

!)* 算法步骤
-./0123 算法原本解决的是 B4$ 问题 !在凸包 + 上找

到离原点最近的点 & 下面给出一些相关的数学定义 D EF#
定义 !#设 + 为 2" 的一个凸包 !($+!称
! <( =G>HI

$$+
J!!"K <L=

为 + 上的支持函数 & J!!"K表示求向量 ! 和向量 " 的内
积运算 &
定义 *#设 3 <( =是 2" 上的一个函数 !称
4 <( =$8$#J!!"K7! <( = 9%5!(&; <M=

为 2" 上的关联函数 & 4 <( =为 + 的一个顶点 &
-./0123 算法具体步骤如下 #
<+=初始化 & 取 67+!在凸包 ) 上任取一点 1+!1+$)!

设定停止精度 "&
<,=按式 <N=进行梯度下降局部优化迭代更新 &
16O+716O#6<4 <716=A16= <N=

其中 16 O+ 为 16 和 4 <716=组成的线段上离原点最近的点 !
更新力度 #

#67
P16!16A4 <716=K
@ @16A4 <716= @ @ ,

!16A4 <716=&;

;! 16A4 <716=7
’

;
<Q=如果满足条件 @ @16 @ @ ,A@ @16O+@ @ ,P"!则算法停止 !否则

令 67 6O+!转步骤 <,=&
-./0123 算法首先任取一个样本点 1+!通过式 <R=确定

与 1+ 反向量内积最大的凸包顶点 4 <71+=!判断 4 <71+=是

否与 1+ 靠得很近 !如果是 !则停止 ’否则 !按式 <N =进行局
部更新 !即在 4 <71+=和 1+ 连线上求取离原点最近的点 <这
个更新操作可以保证 16O+ 的范数严格小于 16 的范数 =!如
此反复 !最终获得凸集 + 的最小范数点 &
!)+ "#$%&’( 算法的收敛问题
如图 + 所示 ! 三角形 *"( 为一个平面凸包 !) 为原

点 $即凸包外指定点 %!选取 $+ 作为算法的初始点 !迭代
点依次沿着 $,($Q($C 更新 ! 最终到达离 ) 点的最近点
$!& 在 $% < %7+!,!)!! =迭代的过程中 !与向量 #% 内积最

小的顶点一直是 " 点或者 ( 点 !最终问题的解落在线段
"( 上 " -./0123 算法计算 ) 点到三角形 *"( 的求解迭代
过程如图 , 所示 !-./0123 算法迭代到一定次数后 ! 迭代
点一直在最优解附近徘徊 !算法收敛速度非常慢 !当设
定停止精度 "7+;AM 时 !算法迭代了 CST 次 "

算法迭代搜索范围如

图 Q 所示 !** "和 (("相交
于 $+ 点 ! $+U 平行于 *(!
)V 与 "( 垂直 " 在第一次
迭代过程中 ! 线段 $+( 是
-./0123 算法迭代点的搜索
范围 !-./0123 算 法 只 计 算
与向量 #+ 内积最小的顶

点 (!而 BUB 算法还计算
了与向量 #+ 内积最大的

顶点 *!$+U 平行于 *(!让
$+ 点沿着 $+U 方向偏移 !
线段 $+U 是 BUB 算法迭代点的搜索范围 " 4$* 算法结
合了 -./0123 算法和 BUB 算法的优点 ! 考虑了 # 种搜索
范围 # <+=三角形 $+U(’ <’=三角形 $+*"(’ <Q =四边形 *(* "
(" ’ <C= 三角形 *"(" 这 C 种情况都包含了 -./0123 算法和
BUB 算法的搜索范围 !4$* 算法认为 <+=和 <’=两种情况
优于 -./0123 算法和 BUB 算法 ! <Q=和 <C =两种情况搜索范
围太广!比 BUB 算法的效果差" 第 <+=种情况收敛速度比
BUB 算法快 !第 <’=种情况比第 <+=种情况收敛速度更
快 " 因此 !4$* 算法选取三角形 $+* "( 作为迭代点的搜
索区域 !扩大了迭代点的搜索范围 !有利于找到更优的
迭代点 ! 同时加快了收敛速度 " (56 算法依然采用

图 Q 迭代搜索范围
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图 ! 本文算法迭代过程
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图 - 迭代点出现在凸包边界 图 . 迭代点在凸包内部

/012345 算法的更新策略 ! 当迭代 " 次 )" 的选取是人为
设置的 "后 6发现算法重复选取几个凸包顶点作为算法
迭代时选取的顶点 !就直接计算 ’ 点到这几点组成的平
面或两点组成的线段的距离 !减少了迭代次数 #
!"# $%&’()* 算法收敛慢的原因分析
如图 - 所示 ! 矩形 $%&( 是一个平面凸包 !’ 为原

点 # 利用 /012345 算法求解点 ’ 到凸包的最短距离时 !选
取初始点 *# 进行第一次迭代后 ! 与 *# 点内积最小的顶

点为 ( 点 ! 然后求出 ’ 点到线段 *#( 上的最近点 *+!并
将其作为新的迭代点 # 图 - 中若!*#(’789#!则 *+ 点就

是 ( 点 !而 ( 属于凸包的边界 !算法很快收敛 !找到最
优解 # 若!*#(’:89# )如图 . 所示 ,!则迭代点 *+ 出现在

凸包的内部 !/012345 算法会在凸包内部不停地选取迭代
点 !很难到达凸包的边界 !算法收敛速度非常缓慢 #

凸包边界由边和面组成 !根据 &;$</ =>-?等人的结

论 !最优解一定落在凸包边界上 # 本文通过多次实验发
现 !算法迭代点到达凸包边界之后就会快速收敛 #因此 !
本文考虑每次选取迭代点时都与离 ’ 点最近的凸包边
界线段上的点作比较 ! 尽可能将迭代点拉至凸包边界
上 ! 这样可避免算法在凸包内部最优解附近徘徊迭代 !
以此来改进 /012345 算法的收敛速度 #

+ 本文方法
+"! 算法思路
本文基于 #@- 节的分析 ! 在算法第一次迭代确定顶

点 ( 之后 )见图 .,!考虑包含 ( 的凸包边界线段 $( 和
&(!选择离 ’ 点最近的边界线段 $(!同时将 *#( 和 $(
这两条边作为迭代点的搜索范围 !分别计算 ’ 点到这两
条线段的最近点 ! 选取两者中较近的点作为新的迭代
点 $如果 ’ 点到 $( 边更近 !则选取 ’ 点到 $( 边上最
近点作为新的迭代点 %如果 ’ 点到 /012345 算法原来的迭
代点更近 !则选取原来的迭代点作为新的迭代点 # 这样
每次迭代都有机会将迭代点拉到凸包边界 ! 可避免
/012345 算法不停地在凸包内部最优解附近选取迭代点 !
使得算法快速收敛 #
+"+ 算法步骤
本文改进后的算法步骤如下 $
)#,初始化 # 取 #A#!在凸包 $ 上任取初始迭代点 %#!

%#"$!设定停止精度 !#
)+,按式 )B,得到迭代候选点 %!# 如果 %!"& && 为凸

包 ’ 的顶点集合 "!则 %# C#A%! !令 #A #C#!转步骤 )D,继续
执行 %如果 %!#&!按式 )E,求 ( )F%! ,和 ( )F%#,组成的线段
上离 ’ 点最近的点 %"#

%"A( ))%#,C"#)* )+%!,F( ))%#, , )E,
其中 $

"#A
:( )F%#,!( )F%! ,F( ))%#,7

G G( ))%! ,F( ))%#, G G +
!( ))%! ,F( ))%#,$9

9! ( ))%! ,F( ))%#,A
%

9
按式 )8,选择新的迭代点 $

%#C#AH0IJ G G%! G G! G G%" G G K )8,
令 #A #C#!转步骤 )D,继续执行 #

)D,检验停止条件 # 如果满足条件 G G%#G G +FG G%#C#G G +:!!则
算法停止 !否则转步骤 )+,#
如图 ! 所示 !"# 是算法选取的初始点 ! 在迭代过程

中 ! 先计算出与向量 !# 内积最
小的顶点 &!即 ( )F%#,!计算 ’
到线段 "#& 的最近点 "!#
如果 %!"&! 则表示

新的迭代点是凸包的顶

点 !按照 /012345 原算法执
行迭代 #如果 %!#&!计算
与向量 !!内积最小的顶
点 %!即 ( )F%! ,!计算 ’ 到
%& 的最近点 ""#
比较 "!和 ""! 取两个

距离中较小的垂足作为

新一轮的迭代点 # 这样可以保证每次选取的迭代点到 ’
点的距离小于或者等于 /012345 算法中的迭代点到 ’ 点
的距离 !/012345 算法已被证明是收敛的 ! 这样可以保证
本文算法的收敛性 #
本文算法每次选取迭代点时都与离 ’ 点近的边界

线段上的点作比较 !有效避免了在凸包内部最优解附近
不停地选取迭代点这种情况的发生 !可以减少算法的迭
代次数 !加快收敛速度 !提高计算效率 #

, 实验结果及分析
为了证明本文算法迭代策略的有效性 !将本文算法

与 &LM 算法 ’<*$ 算法进行实验对比 # 设 "A#99$4NIO
).9!D,!这是一个 .9 乘以 D 的随机数矩阵 !它表示 .9 个
点 ! 每个点的各个坐标值均介于 9%#99!’ 是由这 .9 个
顶点构成的凸包 !利用上述 D 种算法求解坐标轴原点 ’
到凸包的最短距离 !设置算法停止精度为 #9 F#9!由于精
度较高 !/012345 算法很难求出最优解 !&LM 算法需要人
为设定迭代次数 !这里设定为 #99 次 !D 种算法执行时间
和迭代次数的比对结果如表 # 所示 # 求解的最终结果均
为 D+@E#D #D- D-# ED9 !!9#

技术与方法 -(./0%12( 304 5(*/64

B9
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技术与方法 !"#$%&’(" )%* +",$-*

实验证明 !本文算法与 !"# 算法相比 !减少了迭代
次数 !加快了收敛速度 "与 $%& 算法相比 !提高了计算
效率和计算速度 #
本文针对 ’()*+,- 算法的缺点对其进行了改进 !解决

了 ’()*+,- 算法收敛过慢的问题 ! 可以非常高效地求解
.$% 问题 !改进后的 /()*+,- 算法与 /()*+,- 算法一样 !可
用于 0%% 问题 !将具有更强的普适性 # 实验证明 !本算
法与其他算法相比具有以下优点 $ 123算法的迭代次数不
需要人为控制 !依然可以快速收敛 " 14 3算法的执行速度
较快 !最优解的搜索范围比0%5 算法更优 " 163算法非常
有效地避免了迭代点在凸包内部不停迭代的情况 # 改进
后的 7()*+,- 算法可以用于支持向量机的数据分类 %碰撞
检测 %机器人路径规划等领域 #同时 !它可以用作支持向
量机的训练算法 !这是下一步将要展开的工作 #
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表 9 实验结果比对
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