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摘 要 ! 针对 % &’ 有效带宽算法不足 !提出了方波能量有效带宽的概念 !并且给出了相关的算
法" 采用理想梯形波来代替方波" 对非周期理想梯形波和周期理想梯形波分别进行了傅里叶变换和傅里
叶级数展开得到了相应的频谱函数" 再根据能量有效带宽的定义得到了相应的能量有效带宽算法公式"
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理想的方波只有高和低两个值 #分别对应着逻辑的
%!&和 %"&#它可以快速地从 " 切换到 !#也可以快速地
从 ! 切换到 "# 因此被广泛地应用在同步数字电路里 ’
理想方波在 " 和 ! 之间切换是瞬间完成的 #所需要的时
间是 "#但是这在物理上是无法实现的 ’ 实际中的方波
在 " 和 ! 之间切换时需要时间 #信号从 " 上升到 ! 所花
费的时间称为上升时间 #信号从 ! 切换到 " 所需要的时
间称为下降时间 ’ 如果系统出现过阻尼 #那么信号就永
远不会达到的高和低两个值 # 如果系统出现欠阻尼 #信
号就会在高和低两个值附近振荡 ’ 在这两种情况下 #就
不能按照前面的方法来定义方波上升时间和下降时间 #
因此需要采用近似的方法来定义上升时间和下降时间 ’
例如定义信号幅度从 *NO上升到 P"O的时间为上升时
间 #信号幅度从 P"O到 *"O的时间为下降时间 #可以统
一用 !*"/P" 来表示 Q *R’
在时域中 #可以清楚地看到理想方波的周期 (上升

时间 (动态特性 (稳态响应等 #但是光有这些是远远不够
的 #只有把它转化到频域中 #才能更清楚地分析它的频

谱结构 (带宽 (幅频特性 (相频特性等 ’ 也许在时域中只
是上升时间有一些细小的差异 #但是在频域中可以观察
到频谱结构 ( 带宽等频域特性却发生了很大的变化 Q !R#
因此需要把理想方波转化到频域来分析 ’
在频域中 #带宽是一个非常关键的指标 ’ 根据频域

理论 #任何时域的信号都可以转化成一系列正弦波的组
合 ’带宽就是指这些正弦波中有效的最高正弦波的频率
分量 ’对于理想方波 #它的频率分量是无穷大的 #但是在
物理上这是无法实现的 ’ 所以要忽略一些幅度比较小
的 (对实际结果影响不大的一些频谱成分 #用有限带宽
内的频谱成分来近似它 # 这个有限带宽就是有效带宽 ’
使用有效带宽既保证了物理方波里面包含了主要的关

键的频谱成分 #又可以将信号的带宽从无限大缩小到有
限的范围内 #有利于理想方波的近似实现 ’
对于有效带宽 #可以有多种定义方法 ’ 根据定义不

同会产生不同的有效带宽的算法 ’ 为了讨论问题的方
便 #通常使用理想梯形波来代替理想方波 ’ 传统的理论
提出了 % &’ 有效带宽的定义 # 具体定义方法是以理想
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梯形波的某次谐波分量的功率来衡量 !如果该次谐波分
量小于理想方波中相应频率分量的幅度功率的 !"#!或
者电压幅度下降到 $"# !即差 % &’!则定义该次谐波频
率分量就是有效带宽 " 根据这个理论 !近似认为理想梯
形波的 ! 次谐波幅度约占理想方波 ! 次谐波幅度的
$"#!因此认为 ! 次谐波频率就是理想梯形波的有效带
宽 " 根据 ! &’ 有效带宽的定义可以得到理想梯形波的
带宽和上升时间之间存在的简易关系 ’()"*%!+!,"-."/%0"
经过研究发现 !这个公式是非常粗略的 !使用这个

公式需要有两个隐含的前提 #理想梯形波 ! 次谐波分量
和理想方波 ! 次谐波分量幅度差 % &’$ 上升时间是时
钟周期的 $1" 因此这个公式只适用于特殊理想梯形波
的求解 !对于一般性的理想梯形波不适用 " 假设有两个
理想梯形波 !它们的上升时间完全一样 !但是周期相差
很大 !根据 % &’ 有效带宽的定义 !可以得到它们的有效
带宽是相同的 " 这显然是不合理的 " 另外理想梯形波的
有效带宽仅由理想梯形波的频率成分中某次谐波频率

来决定 !这本身就很不严谨 "
针对传统 % &’ 有效带宽定义的局限性 ! 本文提出

了能量有效带宽的概念 "能量有效带宽是指能量有效的
最高正弦波的频率分量 "能量有效的前提是该带宽内的
能量占频域总能量的 .!#以上 " 如果是周期函数 !前提
是该带宽内的功率占频域总功率 .!#以上 "使用能量有
效带宽的定义最大程度地保留了理想梯形波的主要成

分 !因为能量有效带宽内的能量占总能量的 .!#" 而且
在能量有效带宽的定义里面 ! 充分考虑了所有频谱成
分 !它们都对最终的结果施加了自己的影响 !因此定义
更科学严谨 "下面就是关于理想梯形波的频域分析和有
效能量带宽的算法研究 "

! 非周期理想梯形波频域与能量有效带宽计算
对于数据这样的数字信号来说 !它与时钟信号不一

样 !大部分情况下 !它的传输是突发性的 !因此不能用一
个连续的周期信号来代替它 !更适合用单周期理想梯形
波来表示 "单周期理想梯形波在任意的有限区间上满足
狄利赫利条件 / 20!在 %-"!3"&内绝对可积 " 所以单周期
理想梯形波满足傅里叶变换条件 "可以通过傅里叶变换
把理想梯形波从时域转换到频域来分析它的幅频特性

和相频特性 "
!"! 非周期理想梯形波频域分析
在图 , 的单周期理想梯形波中 ! ! 轴是时间轴 !" 轴

是电压幅度轴 " 整个理想梯形波由单个周期组成 !占空
比为 !"#" 它的上升沿是线性的 !如果定义幅度从 ,"#
到 ."#的时间为 !,"4."! 那么幅度
从 " 到 , 的上升时间就为 ,56!!,"4.""
下降沿由于和上升沿对称 ! 因此
下降时间也是 ,56!!,"4.""
可以得到 #% !&的时域表达式 #
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对 #% !&进行傅里叶变换得到 / !0#
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从式 %6&可以得到幅频函数 #

?%% 9&& ?)
’ :;<"*=6!!& :;< $

2
&

!&$
%%&

根据幅频函数可以画出幅频函数示意曲线 ! 如图 6
所示 "

在图 6 中可以发现 #非周期理想梯形波的频谱是连
续的 ’无穷大的 !整个曲线呈现阻尼振荡形态 !当 & 趋
向于无穷时 !幅频函数会趋向于 "$幅频函数会在 &)"
点取到最大值 !极值为 $ +6$整个幅频函数曲线关于幅
度轴对称 "
从式 %6&同时可以得到相频函数 #"%&&*+%$@65!!&

& +2!相频函数周期为 8" +%$@65!!&!初相位为 ""
!"# 非周期理想梯形波能量有效带宽计算
首先计算频域总能量 " 根据定义频域总能量 ,# 的

表达式 #

,#) ,
6"

@%

-"& ?%% 9&& ? 6&& %2&

,# 是数学上一类典型的定积分 !它的原函数无法用
初等函数来表示 " 因此直接求频域总能量是非常困难
的 "在这里将会用到帕塞瓦尔 %ABC:>CDBE&定理 "帕塞瓦尔
定理指出 !一个信号所含有的能量恒等于此信号在完备
正交函数集中各分量能量之和 "它表明信号在时域的总
能量等于信号在频域的总能量 !即信号经傅里叶变换后
其总能量保持不变 !符合能量守恒定律 " 根据帕塞瓦尔
定理 !频域总能量的求解转化成时域总能量的求解 " 根
据定义时域总能量 ,! 表达式 #

,!)
@"

-"& / #% !& 0 6&!* $
6
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假设能量有效带宽为 ’(! 根据能量有效带宽的定图 , 单周期理想梯形波
"

,

$+6 $ !

"

技术与方法 $%&’()*+% ,(- .%/’0-

图 6 非周期理想梯形波的辐频特性曲线
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义得到能量有效带宽的能量和 !!"!

!!"#$%&’" "(
) *%(’!

+
##$%,-’") *%*.- ’!

+
"/$

根据式 %/$可以得到有效带宽 !" 与理想梯形波周
期 " 和上升时间 !*$)&$ 的关系式 !

!##$%,-’") *%*.- ’!
+

"-$

式 "-$就是求解理想梯形波的能量有效带宽的精确
公式 &由于 !# 是一个无穷级数列 ’其求解无法用人工完
成 ’需要借助计算机的帮助才能完成 & 将式 "-$编写成
计算机的程序 ’由计算机来完成求解 & 求解结果的精度
与 $ 的取值息息相关 ’$ 越大 ’计算结果越精确 ’但是带
来的工作量也越大 ’导致运算时间也长 ($ 越小 ’计算结
果误差越大 ’但是计算的工作量小 ’计算速度快 & 由
于 % & %’$ 0 (!$’所以 !!" 是递增的 ’在运用公式进行计
算时要选择合适的起始值 &

! 周期理想梯形波谐波与能量有效带宽计算
对于时钟信号这些数字信号而言 ’它的信号是周期

性的 & 周期理想梯形波不符合傅里叶变换条件 ’因此不
能通过傅里叶变换来频域来对它进行分析 &但是可以通
过傅里叶级数来分析它的谐波分量特性 & 根据定义 ’只
要满足狄利赫利条件就可以展开成傅里叶级数 ’周期理
想梯形波满足狄里赫利条件 ’所以可以通过傅里叶级数
展开成一个直流分量和一系列不同频率的正弦量的叠加&
!"# 周期理想梯形波谐波特性分析
周期理想梯形波是由多个单周期理想梯形波组成 ’

如图 + 所示 ’它的周期为 "&

可以得到 #% ($在 1)" 2(’" 2(3时间内的表达式如下 !
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把 #% ($展开成傅里叶级数形式 !

#% ($# *
(

5
!

)#$
’ *"

!(%()5*$(!
678 *%(’%()5*$!!

"

678 %()5*$ (!
"

() *%(’%()5*$!!
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从式 %&$可以发现周期理想梯形波的傅里叶级数中
不含偶次项谐波分量 ’仅含有直流分量和奇次项谐波分

量 & 奇次谐波分量的幅度 !

&()5*# *"
!(%()5*$(!

678 *%(’%()5*$!!
"

%*$$

从式 %*$$可以得到奇次项的谐波分量幅度与谐波
分量的阶数和 !2"的比值有关& 假设令 +9:7;#!2"可以得到!

&()5*# *"
!(%()5*$(+9:7;

678*%(’%()5*$!+9:7; %**$

当 +9:7; 趋向 $ 可以得到 !

<7=
+)>$

&()5*# (
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根据谐波分量幅度函数可以画出谐波分量幅度示

意曲线 ’如图 , 所示 &
在图 , 中可以发现 !周期理想

梯形波的频谱是离散的 )无穷的 ’
整个曲线呈现阻尼振荡形态 ’当 ’
趋向于无穷时 ’ 幅频函数会趋向
于 $( 幅频函数会在 ’#$ 点取到
最大值 ’ 极值为 *2(( 整个幅频函数曲线关于幅度轴对
称 &
从式 "*$$同时可以得到相频函数 !"" ($,(!"()5*$

( 2(")*%(’!!"()5*$ 2"’周期为 " 2"()5*$’初相位)*%(’
"()5*$!! 2"&
!"! 周期理想梯形波能量有效带宽计算
周期梯形波是由一系列正弦波组成 ’它的谐波分量

的幅度就是电压幅度 ’可以通过谐波分量的功率和来确
定其带宽 &
同样根据帕塞瓦尔定理 )能量守恒 )时域总能量和

频域总能量相等 ’因此单个周期内时域平均功率与谐波
功率和相等 & 根据定义时域平均功率 -( 表达式 !

-(# ""

5#

)#* 1 #" ($ 3 (?( "*+$

将 #" ($带入 ’得到 !

-(# "!
) *%(’!

+"
"*,$

因此谐波总功率 -#,*2()"*%(’!$ 2+"&假设能量有效
带宽为 !"’ 根据能量有效带宽的定义得到能量有效带
宽的谐波总功率 -!"!

-!"#$%&’" "!
) *%(’!

+"
$#$%,-’) *%*.- ’!

+"
"*’$

下面再根据谐波功率和来求 -!"’建立 !" 与 -!" 之

间的函数关系 !

(
.

)#$
’ *

!("()5*$(+9:7;
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(

#$%((’)*%*.- ’!
+"

"*/$

式 "*/$是一个无穷级数列 ’它的求解无法用人工完
成 ’需要计算机的帮助才能完成 &
本文针对现有方波 + ?! 有效带宽的定义及算法的

不足 ’提出了能量有效带宽的定义及相应算法 ’可以有

技术与方法 $%&’()*+% ,(- .%/’0-

图 + 周期理想梯形波
$

*

"2( " (

/

0"2(

图 , 周期理想梯形波的
谐波分量幅度特性曲线
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效提高方波有效带宽算法的精度及可靠性 ! 另外通过对
! "# 有效带宽的算法的深入研究" 揭示了公式 $%&’(!)*
!+’,-’ 的适用范围 ! 当然 "本文的算法由于用线性的梯形
波上升 .下降沿代替物理方波的上升 .下降沿 " 其有效带
宽会比实际带宽偏大 ! 但是不会对有效带宽算法的精确
度造成太大的影响 "依然可以作为求解方波有效带宽的
一种比较精确的算法 ! 以后会进一步对能量有效带宽的
算法进行完善 "提高有效带宽的算法精度 "为测试仪器
的选择和滤波器设计提供重要参考 !
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