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虽然通用计算机已被广泛地应用于图像处理 !但是
就其体系结构而言是不适合处理图像数据的 "通用计算
机的串行性限制了它在图像处理中的效率 !因此有必要
开发专用的图像处理器 " 自 "$ 世纪 %$ 年代 &’()#
*+,- . 和 /*++’ 0 创立了用于图像处理的数学形态
学以来 ! 在过去的 1$ 多年里得到了大量基于数学形态
学的图像处理器 2包括 .3456 逻辑处理器 7 !8#9:;;# 7"8#<=>’<
7#8#?@:AB 纹理分析系统 7 C8#>?=< 阵列处理器 7 18#细胞计算
机 7 %8和 9@4;A 图像处理器 7 D8" 这些处理器对于图像的局部
变换有较好的效果 2它们都属于原胞机器 7 E8"
自 "$ 世纪 F$ 年代 G’+= 0 将自动机应用于图像压

缩以来 !在过去的近 "$ 年里 !得到了基于有限自动机的
大量图像压缩的有效算法 7 F8!并且将其中一些算法转化
成了实际的图像压缩技术 7 !$ 8"
数学形态学和自动机理论之所以能够被应用于数

字图像处理 !是因为多数图像具有分形性 " 而数学形态

学中的探针体现了这种分形结构 7 !!8!有限自动机识别的
正规语言的正规分解也体现了分形结构 7 !"H!#8"
本文将有限自动机应用于数学形态学基本运算开

运算的实现 !得到了可对图像进行并行处理的有限自动
机 !降低了开运算的时间复杂度 "

! 数学形态学的基本概念
对于二维欧式空间 !"IJK! L" M N! O"!! P中的任意向量

Q! O" M# K!!O"!M# K!"O""M 和任意实数 #!加法 #减法 #数乘 #内
积 #度量及长度依次定义如下 R

K!!O"!MSK!"O""MIK!!S!"!"!S""M
K!!O"!MH K!"O""MIK!!H!"!"!H""M
# K! O" M$ K#!%#" M
K K!!O"!M O K!"O""M MI!!!"S"!""

& K K!!O"!M O K!"O""M MI K!!H!"M "SK"!H""M ""

N K! O" M NI !"S"""
数学形态学中 !二值图像被定义为 !" 中的点集 " 若

基于有限自动机的二值图像的开运算 !
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摘 要 " 以图像与图像平移的并集作为状态集 O以探针与探针拷贝的并集作为输入字母表 O用向量
加减法构造状态转换映射和输出映射 O给出了实现数学形态学基本运算开运算的有限自动机 # 与通用
计算机对图像的串行处理相比$ 开运算自动机采取了并行结构# 开运算自动机将运算的时间复杂度
降低到了探针像素个数减 !#
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! 是一幅二值图像 !则它由黑白两种颜色组成 !在 ! 中
的点是黑色点 !称为图像的前景 $不在 ! 中的点是白色
点 ! 称为图像的背景 " 设 !#" 为图像 %# 为 !" 中的点 "

&! ’ ##

!

! 依次为将 ! 做平移 # 及 ! 关于原点反射所得到
的集合 !即 (

&! ) #*+$%# ,$"!-

!

! *+.$ ,$"!-
!#"#!$"#!%" 和 !&" 依次是 ! 与 " 的膨胀 #

腐蚀 #开运算和闭运算 !即 $
!#"* ’

&""
&! ) &

!$"*(
&""!

&! )&

!%"’ &!$" )#"
!&"*&!#" )$"
设 " 是 "! 和 "" 的并 !使得 "!(""*!!即 "! 与 "" 不

相交 " 定义 ! 被 " 的击中为 $
! &"!%"")*&!$"!)( &!$"")
在以上运算中 %称图像 " 为图像 ! 的探针 " 利用以

上的基本形态学运算 !可以建立图像处理的基本形态学
算法 !这些算法包括边缘提取 #区域填充 #连通分支提
取 #重构 #薄化 #厚化 #骨架提取和剪枝等 "
关于腐蚀和膨胀运算有如下等价的刻画 $
!$"*+("!", &" ) ()!-
!#"* *

&""
&! ) &* *

$"!
&" ) $

&!$" ) & ) % * )* +
&+ , - )

&! & ) %+ % *%- )," &+ %- ) )

&!#" ) & ) % * )* ,
&+ . - )

&! & ) /+ % */- )-" &+ %- ) )

上面最后的两个等式中 !- # ,依次为逻辑与 #或
运算 " " &+ %- )表示图像 " 在 &+ %- )点的灰度值 !当 &+ %- )在
图像 " 的前景中时 ." &+ %- )*!$当 &+ %- )在图像 " 的背景中
时 %" &+ %- )*/"
膨胀与腐蚀运算之间是对偶的 !即如下等式成立 (

&!$" )
#
*!

#
#"!

&!#" )
#
*!

#
$"!

其中 % !
#
表示 ! 的补集 !即 !

#
是图像 ! 的背景 "

在下文中 !!#" 始终表示二值图像 %" 是 ! 的探针 "
! 图像开运算的有限自动机
设 " 是一个非空有限集 ! 称 " 为字母表 !" 中的元

素为字母 !" 中的有限序列 (!("% (0 为 " 上的字 !空序列
为空字 !记为 !!把 " 上所有的字组成集合记为 "0" 以连
接运算作为 "0 中的运算 ! 即 &(!("% (0) &1!1"% 12) *(!("%
(01!1"%12!其中 %(!,("%% ,(0 和 1!,1"%% %12 是 " 中的字母 !则
"0 是幺半群 ! 称其为字母表 " 上的自由幺半群 !! 是单
位元 !用 " 1表示 " 上所有非空字组成的半群 "称 "0 的子

集为字母表 " 上的语言 !把字母表 " 上所有语言组成的
集合记为 # &"0)!对于 3!!3""# &"0) % 定义 3!3"*+4!4",4!"

3!!4""3"- %则 # &" 0)是幺半群 !其单位元为空字语言 +$-"
# &" 0)关于集合的并 #交 #补运算作成布尔半环 "

23456 机是带有输出的有限自动机 % 它是一个 7 元
组 %*85 %" %& %6 %7 %’ %( )" 其中 %5 是有限状态集合 &" 是有
限字母表 & & 是输出字母表 &6 是 5 的子集 !称为初始状
态集合 & 7 是 5 的子集 !称为终状态集合 &’ (5#".5 是
部分映射 !称为状态转换映射 &( (5#".& 是部分映射 !
称为输出映射 " 对于 " 中的字 (!("% (0 及状态 8"5!定
义状态转换为 (

’ &8 %(!("%(0)*’ &’ &8 %(!("%(0.!) %(0)
对于 " 中的非空字 (!("% (0 及状态 8"5!定义输出

为 $
( &8 %(!("%(0)*( &8 %(!)%( &’ &8 %(!("%(0.!) %(0)
定义 23456 机 % 识别的语言为 3 &%)*+4""0,)"6. ’&)%4)

"7!定义 23456 机 % 关于输入 4"" 1的输出语言为 9
4

&% )*+( & ) %4 ) , )"6-" 如果 23456 机的输出映射为 ( (5.&!
则称其为 299:3 机 "
数学形态学运算关心的是最后一次的输出 " 因此对

于数学形态学运算 !23456 机的输出定义如下 "
定义 " 23456 机 % 的形态学输出映射定义为 (
(0(5#" 1."
(0&8 %(!("%(0)*( &’ &8 %(!("%(0.!) %(0)

并且定义输入 4""1的形态学输出为 90
4
&%)*+(0&)%4),)"6-"

为了用自动机实现图像的开运算 !首先用自动机实
现腐蚀运算 "
对于腐蚀运算 !$" 的 23456 机 % 的构造如下 " 以

5:!* &! ) .&!
为状态集合 ! 其中 &!"" $ 输入字母表 "*

"*"/ %其中 %"/是 " 的拷贝 ’即"/是与 " 元素个数相等的

一个集合 (!且 "("/*! $输出字母表 &*&! ) .&!
!初始状态

集合 6:!!终状态集 7*&! ) . &!
" 令 ! *+$!%$"% % %$+- % " *

+&!%&"%% %&-- %"/*+&0 !%&0 "%% %&0 --"
状态转换映射 ’ (5#".& 定义为 $ 若 $)/&!1&**$0"

!!则 ’ &$)/&!%&*) *$)/&!1&**$0$若 $)/&**$0/&!!则 ’ &$) %&0 *) *
$)/&**$0/&!"
输出映射 ( (5#".& 定义为 $若 $)/&**$0/&!!则 ( &$)%

&0 *)*$)/&**$0/&!"
其中 % )*!%"%% %+ $ *:!%"%% %-"

定理 " 90
&0 !&"&0 "&#&0 #% &-&0 - &% )*!$""

下面考查开运算 "为此 !需要将 23456 机的定义推广
为 !.23456 机 "
定义 ! 在 23456 机的定义中将输出映射的值域扩

充到 ( (5#".&*+!-!即允许空字 ! 作为输出 !所得到
的自动机称为 !.23456 机 "
由开运算的定义可见 %!%" 由图像 (1" 组成 % 其中

(" &!$" )" 在下面将采取这样的观点 !即 !%"*+(1" ,
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图 ! 开运算自动机的并行结构示意图

!! ! !! " !! # ! !" !! "
#!
#"

#$

!

控制 "探针 #"

并行输入 "图像 #
#

并行输出 "开运算 #
$

%% $&&’ % &$
对于开运算 &’( 的 !’()*+, 机 " 的构造如下 $ 以

)*&( $& % ’!!
为状态集合 %其中 !!%(%输入字母表 ! -

((() .其中 .()是 ( 的拷贝 "即()是与 ( 元素个数相等的

一个集合 #%且 (*()-"%输出字母表 #-&%初始状态集
合 +-&%终状态集 ,-$& % ’/!

$ 令 &-0#!-#".! .#$& . ’-0!!-!".

! .!"&.’)-0!! !-!! ".! .!! "&$
状态转换映射 $ 1)#%+& 定义为 & 若 #.’!!2!/-#0%

&%则 $ $#.’!!’!/%-#.’!!2!/-#0(若 #.’!/-#0’!!%则 $ $#..!! /% -
#.’!/-#0’!!$

输出映射 ’ 1)#%"& 定义为 1’ $#. .!! /% -#.. ’ $#.’!!.!! /%
-!$
其中 % .-!.".! .$( /-!.".! ."( ! 是空字 $

定理 ! 1!! !!"!! "!#!! #! !" !! " $( %-&’($
在通用计算机上二值图像开运算 &’( 的串行算法

如下 &
$!% 对 &)( 中的像素点分别编号 * 设 &-0#!-#". ! .

#$&. (-0!!-!".! .!"&*
$"% 求出开运算 &&(&

3)456
&&(*"(
789 .-! :8 $

%.*#.2!!;
! 789 /-! :8 6

%.*%.3!/;
57 %.*%.4!/%5
<5-+5’!!;

&&(-$&&( %, 0%.& ;
/22;

)*=)
&&(-$&&( %’0%.& ;

.22(
>6?

$#% 求出开运算 &’(* 设由步骤 $"%求得 &&(-06!.
6".! .67&.则 5’( 为 &
3)456

5’(-" ;
789 .-! :8 7

%.*6. ;
789 /-! :8 "

%.*%.4!/;
5’(*5’(( 0%.&

/22;
.22;

>6?
二值图像开运算的自动机的并行结构示意图如图 !

所示 *

设图像 5 含有 $ 个像素点 % 探针 ( 含有 " 个像素
点 * 关于开运算的算法复杂度有如下结论 * 在通用计算
机上 % 完成开运算需要串行地进行 "@#6 次加减法和
@#6 次查找 . 而在开自动机上完成仅需要并行地进行
""’! 次加减法和 "’! 次查找 *因此 %利用有限自动机实
现图像开运算 %其时间复杂度仅取决于探针的像素个数
"%而与图像的像素个数 $ 无关 * 由于在图像处理中探
针通常要比图像小得多 %因此用有限自动机实现开运算
对降低运算的时间复杂度是有效的 *
用开运算的有限自动机可以降低运算的时间复杂

度 *然而 %开运算结果的优劣取决于探针的选择 %并将直
接影响到数字图像处理的效果 % 只有探针选择恰当 %开
运算才有价值 * 因此 .利用有限自动机实现探针选取是
一项有意义的工作 *
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