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摘 要! 以多项式函数作为神经元的激活函数!结合矩阵伪逆的思想预先确定网络权值 !并利用
区间折半搜寻法自动优化隐层神经元数" 通过对 %&’()* 函数的仿真! 充分显示了综合优化神经网络
算法对函数具有较好的逼近"
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Y, 神经网络是目前研究最为成熟 & 应用最为广泛
的人工神经网络模型 ’然而 #在实际应用中 #如何设计网
络结构 &如何选取网络参数 &如何提高网络收敛速度是
急需解决的问题 ( 事实上 #人工神经网络模型是从输入
到输出之间一个非线性映射的逼近 ( 根据 SAO(A<A’AL 定
理 # 含有一个隐层的 $ 层 Y, 神经网络在隐节点数足够
多的情况下能以任意精度逼近有界区域上的任意连续

函数 Z /[( 由于网络参数随机性的影响 #隐层神经元数的
选择 #至今还没有一个明确的方法 (大量的实验表明 #如
果隐层神经元的数目偏少 #网络的学习能力和处理信息
的能力较差 #学习误差下降缓慢 #甚至出现达不到目标
精度的现象 $若隐层神经元数目过多 #一些隐层神经元
输出存在着线性相关性 #就造成网络结构庞大 &网络泛
化能力低等问题 ( 因此 # 不能完全按照 SAO(A<A’AL 公式
或者经验公式确定隐含层神经元数目 (而对于具有一定
规模的 &较为复杂的问题 #由于其规模的不同和对求解
速度的要求 #更需要寻找合适的神经网络算法以确定最
优隐神经元数目以保持能兼顾网络最快学习速度和良

好信息处理能力的最优或较优状态 (本文将多项式函数
作为神经元的激活函数 #结合矩阵伪逆的思想并利用区
间折半搜寻的方法自动优化隐层神经元数等综合优化

神经网络算法 (

. 相关数学知识

./. 魏尔斯特拉斯定理 01 2

设 ! !""是 Z##$ [上的连续函数 #则对任意给定的 !\
"#总存在多项式 %!""#使得 %

(:R
""Z##&[

] !!""2%!"" ]^!

由逼近定理可知 #虽然 Z’#& [上的连续函数是多种多
样的 #而多项式函数不过是连续函数类中的一种特殊类
型且在连续函数类中稠密 (故总可以找到一个满足定理
的多项式 %!""(

%!""_(5‘(/"‘(3"3‘)‘()")‘)
其中 (*# *+/#3#)为多项式待定系数 (
在实际生活中 #通常用有限项多项式 ,!""_("‘(/"‘

)‘()") 来代替多项式 % !""#从代数插值余项 Z $[的角度

考虑 #) 值越高 #, !""越能精确地反应连续函数 ! !""的
特性 ( 将 , !""作为神经元的激活函数 #(*# * +/#3#)#)
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作为神经元输入权值 !由逼近定理知 !! ""#可以有效地
逼近非线性映射 $
!"# 权值预确定 $%&’(

!"#"! 矩阵伪逆思想
由线性方程组解理论得知 !线性方程组 !"## 有解

的充要条件是该方程组的系数矩阵的秩等于其增广矩

阵的秩 !即 $%&’" !!!# "%#$%&’"!%$ 然而 !在理论和实践
中遇到的线性方程组常常无法满足同秩的条件 $因此不
存在常规意义上的解 !但借助最小二乘法可以得到方程
组的最小二乘解 "#!$#$设实矩阵 !!%(!&!若存在实矩
阵 "(!& 满足以下 # 个条件 &

’$%!"!#!()%%"!"#"("&%"!"%’#!"("#%""!%’#"!
则称 "为!的伪逆 !即 "#! )#"!’!% ($!’$
!"#"# 权值预确定
由多项式神经网络的基本算法可知 ! 对样本 ""!*%

有 *)
&

+)*
",+"+#,*+,$"+*+,&"&!其中 & 代表隐层神经元个

数 !, 代表神经元的权值 + 因此 !对给定的样本 !, 的求
解等价于求解以下线性方程组 &

,,+,$"$+*+,&"$&)*$
,,+,$"%+*+,&"%&)*%

*

,,+,$"(+*+,&"&($)*(

#
%
%
%
%%
$
%
%
%
%%
&

简记为 "&#’!其中 !"#)"+-#( !)& )$#! +)$!%!* !(( - #
,!$!*!&(&#),,!,$!* !,&# ’(’#)*$!*%!*!*(#’$ 若 "
满足 $%&’ ) !"!’ "#)$%&’ )"#!那么由线性方程组解理论
可求出网络权值 &(若不满足 $%&’ ) !"!’ "#)$%&’ )"#!则
由矩阵伪逆思想也可求出网络权值 &$
!") 区间折半搜寻法
此方法来源于方程 . )"#), 的根区间搜寻法 !若在

区间 !%!/ "上满足 . )%# . )/#-,!则说明在 !%!/ "上至少存

在一个根 ", 使得 . )",#),$ 取 0) %)/
"

!若 . )%# . )0#-,!

则说明解区间为 !%!0 "!即 ", 在 !%!0 "内 !反之在 !0!/ "内 $
反复在解区间上折半搜寻方程的根 !直到区间缩小到预
定精度为止 $
本文在优选神经元数时 ! 首先确定最优神经元范

围 !然后采用区间折半搜寻法确定最优神经元数 $ 初始
隐层神经元只选取一个 !以网络输出和期望输出的误差
函数作为网络评价函数 $ 在训练误差高于期望误差阶
段 !隐层神经元数按指数增长 (在训练误差低于期望误
差或者不再降低的阶段 ! 确定最优神经元数的范围 !然
后采用区间折半搜寻法找出最有神经元数 $

# 网络模型与算法
综合优化网络的基本思想对给定的训练样本 !取网

络隐层神经元数 &1()$!根据前述的权值预确定的方法
求出初始权值 !并计算网络输出 ,判断网络输出和期望

输出的误差 + 若网络误差满足期望误差的要求 !停止训
练 !网络输出权值和隐层最优神经元数 &1((若网络误
差未达到期望误差 !则将 &1( 扩大 % 倍 !重新计算网络
权值和网络误差 !直到网络误差达到期望误差为止 + 此
时 !网络便确定了隐层神经元数的大致区间 !在根据区
间折半搜寻法 !每次取区间的中点 !计算网络权值和网
络误差 !在保证网络误差不超过期望误差的情况下确定
隐层最优神经元数 +
改进的网络模型 & 输入层到隐层间的权值默认为

$!神经元激活函数为有限多项式函数 ! ’"#!模型输出
值为 !’"+#),,+,$"++-+,&"+&!其中 !& 代表隐层神经元数 +
综合优化网络的算法步骤如下 &

)$%给定模型精度 2!门限 3 )取一个很小的值 %!输
入样本 (

)%%计算权值 , 和模型误差 4$$5$!确定最优隐层神
经元数的范围 (

)&%采用区间折半搜寻法 !找出最优隐层神经元数
&1((

)#%输出最优神经元数 &1( 和此时网络模型的误差
4$$5$ 和权值 ,+
) 实验仿真

考虑 ./0123 函数 .)"%)$4$)$5"+%"%%/67)5 "%
"
%的逼

近问题+ 训练样本数为 $,,!其中样本输入 "67!5#!#"+ 样
本输出分为两组 !一组为无噪声数据 .)"%!另一组为有
噪声数据 .)"%)4!其中 468 !,!,8$"+ 产生的目标函数和
噪声数据样本见图 $+ 为了说明综合优化神经网络模型
的有效性!与传统的 9:模型的逼近做了对比!如表 $ 所示 +

从表中数据可以看出 !对同样的样本 !综合优化神
经网络耗时最少 !学习次数最少 !收敛速度相当快 !而且
对非噪声数据样本处理效果非常好 +尽管综合优化网络
去噪能力不如 9: 神经网络 ! 但不需要人为的确定隐层
神经元数 + 简言之 !综合优化神经网络可以自动优化网
络结构 +
综合优化神经网络和 9: 神经网络对 ./0123 函数的

逼近情况见图 $;图 #+
从图 $;图 # 可知 !综合优化神经网络与 9: 神经网

络在逼近函数时优缺点不是很明显 !除了在图形尖角处

备注 &9: 网络中的隐层最优神经元数是通过试错法在 % ;&, 范
围内反复测试而确定的 +

网络

模型

9:
多项式

9:
多项式

数据

类型

无噪

声

有噪

声

表 ! 本文模型与传统的 "# 模型的逼近效果对比
训练

样本数

$,,
$,,
$,,
$,,

训练

次数

$< =,>
$

%, ,,,
$

测试

样本数

$,$
$,$
$,$
$,$

训练
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稍有差异外 !拟合度很高 "从算法角度讲 !综合优化神经
网络明显优于 !" 神经网络 " 综合优化神经网络不需要
权值迭代 !只需一步便可以计算出神经元的权值 !大大
减少了网络的学习时间 !提高了网络的收敛速度 #综合
优化神经网络的参数比 !" 神经网络的参数少 ! 因此受
参数的随机性干扰较小 " 此外 !综合优化网络与区间折
半搜寻法良好结合 ! 能够较好地自动优化网络结构 !这

也是神经网络学者一直攻克的难题之一 "
根据前面的理论 ! 基于多项式神经网络的综合优

化神经网络在一元连续函数的逼近方面可以达到较好

的逼近效果 " 但是 !该网络是否适用于分类问题 $多元
函数的逼近问题 !还需要进一步探讨 " 此外 !该网络与
区间折半搜寻法结合达到自动优化网络结构的目的在

多元问题上是否仍适用也需要深层次探讨 "
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图 $ !" 神经网络对
无噪声数据的处理

图 ( !"神经网络对有噪声
的数据的处理

图 . 综合优化网络对无噪声
数据的处理

图 1 综合优化网络对有噪声
数据的处理
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