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对数螺旋线 !等角螺旋线 "是一种在自然界中经常
出现的曲线 #由于它具有良好的几何 $数学 $力学及美学
性质 % 使得它在计算几何 $工业造型 $天文及气象研究 $
动植物研究等现代学科中得到了广泛的应用 & !’#
对数螺旋线是一条古老的曲线 % 很早以前人们就在

几何上对它进行了一系列的理论研究# 卫星云图中台风
的形成路径可以近似看作为一条螺旋线 % 进而根据在图
中提取的部分曲线段所进行的螺旋线拟合来确定台风中

心 &$’# 银河星系中的涡旋星系图像中%旋臂结构所构成的
形状近似为对数螺旋线# 由于星系演化和旋臂结构之间
的相互影响%通过研究旋臂结构可以了解星系的演化 &"’#
由于对数螺旋线是一条非闭合的曲线 %不能简单地

按照传统的闭合曲线拟合算法来对其进行拟合 #目前可
以通过将对数螺旋线的极坐标方程 !(")#! 变换为 *+!(
$!% *+" 的形式% 也就是把局部的对数螺旋线上各点的坐
标通过在不同的极坐标系下进行变换使其成为能最佳地

满足直线方程的形式 %可以通过最小二乘法 & ,’或 -./01 变
换 & 2’来求得该直线方程的系数 %进而拟合出最佳逼近的

对数螺旋线 #
这些方法都是通过不断扫描图像中的每一个像素

点来假设其为对数螺旋线极坐标方程中的原点 3&#%’#4%
然后在以该点建立的极坐标系中根据图像中所获取的

对数螺旋线上的点来求出极坐标系下的极半径和旋转

角 # 由公式求出的旋转角也只能是在 #5!6##的范围 # 而
实际给出的对数螺旋线的旋转角度可以大于 "7###
本文通过缩小极坐标原点的遍历区域来减少运算

次数 %达到提高运算效率的目的 # 同时考虑所获得弧段
的极角大小在任意范围内 #

! 对数螺旋线的拟合
!"! 对数螺旋线的主要性质
对数螺旋线的极坐标方程为 8
! 9! :(()$!())!;.<" 3! :

其中 %! 为极角 % ! 3! :为极径 %" 为极径与切线间的夹角 %
如图 ! 所示 #
根据式 3! :可以看出 %对每个 ! 值 %都有一个对应的 !

值 % 而且不同的 ! 值所对应的 ! 值也不同 3因为 ;.<!!

图像中对数螺旋线的拟合

蒲 平
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摘 要! 针对图像中存在的对数螺旋线形状 #提出了一种有效的对数螺旋线拟合方法 $首先根据
螺旋线的性质将已知图像中螺旋线的中心点约束在一个较小的区域内进行搜索 #然后将从图像中获
取的直角坐标系下的数据点通过坐标变换转换为能用直线形式表示的数据点 #将对对数螺旋线的拟
合转换为对直线的拟合$ 这一方法能快速%准确地拟合出图像中存在的对数螺旋线 $
关键词 ! 坐标系变换& 旋转角& 对数螺旋线拟合
中图分类号 ! =>"?!@,! 文献标识码 ! A 文章编号 ! !7B,CBB$#9$#!!:!$C##,,C#"
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图 ! 坐标图

% & ’ "()*#+ $)! ,#!!!-! . ,/ . "(!##*0# + $)! ,#!!!-! .

图 $ 123" 大于 # 和小于 # 时的曲线形态

图 " 逐行和逐列扫描螺旋线

!&
4

5

图 - 旋转角的获取

#’! 这种现象表示 "从对数螺旋线上某个点出发 #随着 !
值的无限增大与无限减小 $此曲线会环绕它的极点形成
无数多圈 $一面是越绕越远 $一面是越绕越聚集在极点
附近 %若 123"6#$则当 !"0# 时 $曲线聚集在极点附近 &
若 123"7#$则当 !"0# 时 $曲线越绕越远 8如图 $ 所示 %

等角螺线上的一段弧经伸缩若干倍后 $必与该等角
螺线上的另一弧全等 % 事实上 $若对数螺旋线 "(!*!123" 伸
缩成 "(!*%!##. 123"$则在对数螺旋线 "(!*!123" 上 $极角 ! 满足
$!!!% 的弧 $经伸缩后必与该等角螺线上极角 ! 满足
$9#!!!%9# 的弧全等 % 对数螺旋线的这项特性使得
自然界中许多物体都呈现对数螺旋线的形状 %例如许多
贝壳都很接近对数螺旋线的形状 $因为生活在壳内的动
物在成长过程中都是均匀地长大的 8 这就像相似地放
大 $所以 $新生的部分所栖息的空间必与原有空间形状
相似 % 象鼻 ’动物的角与毛等都呈对数螺旋线形 !
!"# 坐标变换
将参数方程 "$!*%! 两边同时取对数8得到" :;"(%!9:;!!

可以将该式看作是关于 ! 和 :;" 的直线形式 ! 由于从已
知图像中获得的数据点的坐标为直角坐标系下的值 $即
需将直角坐标系下的点 %& 8’ .变换到 %! 8 :;".坐标系下 !
选取图像中任意一点 %&#8’#.为极坐标原点建立新的

极坐标系 ! 根据在图像中获取的一系列数据点 %&(8’(. % ((
!8$8( 8) . 8通过式 %$.’式 %".可将其转换为 %!(8 :;"(. % ((!8$8
( 8) .形式的数据点 %

"(( %&(0&#. $9%’(*’#. $# %$.

3<!(( ’(*’#

&(*&#
%".

!"$ 对数螺旋线中心点的取值范围
由于处理过程中需要得到 " 和 ! 的值 $ 而它们需要

在极坐标系下获取 $图像中的任意一点 %&(8’(.在选择不
同的极坐标原点所建立的极坐标系下所获得 " 和 ! 的
值也不相同 %由于给定图像中并不知道该曲线的极坐标
原点 $故常用的方法是假设极坐标原点存在于该幅图像
中 $进而通过对整幅图像进行扫描来寻找该点 % 但这需
要遍历整个图像 $效率十分低下 %
由对数螺旋线的每一个性质可知 $该曲线由内到外

逐渐发散或者是由外到内逐渐聚集在极点附近 %对于超
过一圈的螺旋线而言 8可以通过逐行与逐列地对整幅图
像进行扫描 $ 判断扫描直线与图像中螺旋线的交点个
数 $如图 " 所示 % 可以发现越靠近螺旋线的中心其交点
个数越多 % 分别在水平和竖直方向上统计其交点的个
数 $通过设定一定的误差范围可以获得一个交点个数较
大的区间 % 由于在水平和竖直方向上都能获得一个区
间 8从而可以获得一个包含中心点的矩形区域 % 则中心
点的选取可以缩小到该区域来进行遍历 %

!"% 旋转角的获取
对数螺旋线是一条非闭

合的曲线 $它能包含多圈 % 如
图 - 所示 $ 点 4 和点 5 由式
%$.可以得到不同的极径值 "%
由式 %".求得的极角的值相同 $
但是正确的应该是如果点 4
的极角大小为 !& 时 $ 点 5 的
极角大小应该为 %"=#$9!&.%
对于具有多圈并且曲线中只含有两个端点的对数

螺旋线 $假设起始端点的极角为 !!$则沿着曲线进行跟
踪 8由式 %".得到的极角值的变化趋势应该为从 !! 递增
到 "=#$$接着再从 #$递增到 "=#$直到终点 % 可以发现每
当极角的值从 "=#$变为 #$时则刚好走完一圈 $ 则刚好
需要增加 "=#$%
通过上述分析可以得出 $当获得的极角值前后两个

数据剧烈递减且二者之差为一个较大的正数时 $需要增
加 "=#$ 8即 !((%!!+"=#) . %),!8$8( .%
!"& 最小二乘拟合
由上面的分析可知 8对于要搜索的每一个极坐标原

图形!图像与多媒体 ’()*+ ,-./+0012* )23 45671(+31) 8+/92.6.*:
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% & ’ 人工仿真图 %( ) 细化 % * ) 交点个数

+, ) 交点个数较多的区域 % - ) 最小二乘拟合后的
误差最小的曲线

图 . 实验结果

参数

对数螺旋线 !!# !"# !!# !! !!$ 误差大小

原值 !$# !$# !#/# # /$
拟合值 !$# !$# 0 /1$2 #/$#$ $.1 /2!

表 ! 人工仿真对数螺旋线拟合结果

点 +!#3"#’都能由已知图像中获得的点经变换而得到一系
列数据点 +!%3 45&%’! 通过这些点由最小二乘法 6 .7可以求出

直线的参数 ’ 和 45#!根据误差公式 ()*%8
%
! &%+&%# %&%#8

#-’!) 可以求出对于每个极坐标原点所对应的误差值大
小 "满足误差最小的直线参数即为所求 !

! 实验与分析
为验证本文方法的有效性 "分别采用仿真图像及真

实图像对算法进行测试 !实验环境#9:;主频为$/1# <=>"
内存为 $.2 ?@! 实验结果如图 . 所示 !

图 .+&)为具有多圈的对数螺旋线人工仿真图! 图 .+()
是对原图细化到单像素宽度 6 27" 分别找出起始点和终
点 ! 图 .+*)为分别从水平方向和竖直方向对图像进行扫
描统计的交点个数 ! 图 .+,)为在水平和竖直方向上获得
的交点个数较多的区域 ! 图 .+-)为通过遍历由图 .+,)获
得的区域内每一像素点并以其为极坐标原点建立极坐

标系 "将原图像中数据点变换为该坐标系下 "通过最小
二乘拟合后求出的误差最小的曲线 ! 该方法耗时为
$/!!! A"如果在整个图像中遍历寻找极坐标原点 "则需
要耗时 .1/B2C A!
表 ! 给出了对数螺旋线的原始数据和拟合后的参

数 "其中 +!#3"#)为中心点坐标 "# 和 ’ 分别为对数螺旋线
中的参数值 ! 由表 ! 可知 "拟合出的对数螺旋线与原始
图中心点相同 "参数 # 和 ’ 值基本一致 !

图 2 描述了对台风所形成的卫星云图进行处理的
结果 ! 图 2+&)为真实卫星云图 "图中含有螺旋云带 ! 图 2

+()为提取原始图像中的部分区域 !图 2+*)为使用 DEAF 方
法得到的二值化图像 !图 2+,’为将二值化图像通过形态
学方法 +膨胀和腐蚀等 ’将图像中的螺旋云带进行独立的
分割所得到的图像 ! 图 2+-’为通过面积分割提取出来的
螺旋云带 ! 图 2 +G ’为将螺旋云带中的空洞去掉后的结
果 ! 图 2+H’为对图像进行细化后的结果 ! 图 2+I’为通过
找出曲线中的各个端点 "提取出曲线中最长的一条曲线
段 3以此来对细化后的图像去掉毛刺 !图 2+J ’为对提取出
来的曲线段进行样条平滑后的结果 ! 图 2+K ’为分别在水
平和竖直方向上进行扫描统计出的交点个数! 图 2+L’为找
出统计的交点个数较多的相交区域 ! 图 2 +M’和图 2 +5’
为用最小二乘法对其进行拟合后的结果 !

本文通过约束对数螺旋线中心点的存在范围 "将对
数螺旋线的拟合转换为直线的拟合 ! 实验结果表明 3本
文方法能够快速 $较为准确地拟合出图像中存在的对数
螺旋线 ! 然而实际中 "包含不同螺旋线的图像需要具体
地分析 "寻找更为合理有效的方法 !

图 2 对台风所形成的卫星云图的处理结果

+ & ’ 真实卫星云图 +( ’ 提取部分区域 + * ’ 二值化图像

+, ’ 螺旋云带分割 + - ’ 面积分割螺旋云带 + G ’ 去空间

+ H ’ 细化后 +I ’ 去毛刺 + J ’ 样条平滑后

+L ’ 交点个数多
的相交区域

+5 ’ 拟合后的结果

+ K ’ 水平和竖直方向
的交点个数

+M’ 拟合后的结果

图形!图像与多媒体 "#$%& ’()*&++,-% $-. /012,#&.,$ 3&*4-)1)%5
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